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Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 3

Chapitre

Fonctions a variable complexe

Nous commencons par rappeler quelques-uns des principaux résultats sur les fonctions a
variable complexe. Nous présentons ensuite quelques exemples d’application & la mécanique des
fluides. La théorie des fonctions & variable complexe est particuliérement efficace et utile pour des
problémes elliptiques ot le probléme & résoudre se raméne a une équation de la forme Ay = 0.

On emploie les notations suivantes: le nombre imaginaire est désigné par + = v/—1, la partie
réelle d’un complexe z = x + 1y est notée x = R(z), la partie imaginaire est notée y = J(z). Le
conjugué de z est noté z = x — 1y. Le conjugué d'une fonction f(z) est déefinie par f = f(z2).

1.1 Généralités

1.1.1 Définition des fonctions holomorphes (ou analytiques)

L’utilisation de fonctions & variable complexe permet de simplifier des problémes de la méca-
nique de facon notable. I’introduction d’une variable complexe z = x 4 1y a la place d’une (de)
variable(s) réelle(s) introduit quelques problémes, notamment en ce qui concerne la dérivabilité
et Punicité de la définition. Par exemple, la fonction f(z) = 22 ne pose pas de probléme particu-
lier car & un point du plan complexe on associe un autre point de facon unique. En revanche, si
on ne prend pas de précautions particuliéres, la fonction f(z) = 21/2 est & valeurs multiples. En
effet, considérons z; = €™ et 29 = €™ ; ces affixes définissent le méme point du plan complexe,
en I'occurrence un point A situé en (1, 0). Pourtant, on f(z1) = €™ et f(22) = €. L'image de
z9 est toujours situé au point A tandis que 'image de z; est B de coordonnées (—1, 0).

4

Pour éviter ce genre de problémes, on va définir des domaines ou les fonctions donnent des
images de facon unique. A cet effet, on introduit la notion de point de coupure : un point zq est
un point de coupure pour f si, quand z effectue une révolution compléte autour de zp, 'image
de z ne retourne pas a son point de départ. Clairement, dans le cas f(z) = 212 le point origine
est un point de coupure; de méme le point « infini » est un point de coupure. Afin d’éviter la
non-unicité du point image, on coupe le plan complexe en tracant une droite reliant les points
de coupure. Par exemple, pour f(z) = 212 1a coupure se fait le long de 'axe réel y = 0 et il
s’ensuit que la fonction f(z) = z!/2 n’est définie que pour 0 < 8 < 27 (z = re”?). A noter que
différentes coupures peuvent étre proposées; par exemple avec f(z) = /(2 —a)(z — b), avec a
et b réels (a < b), la coupure peut se faire par un segment entre a et b ou bien deux demi-droites
| — o0, a] et ]b, + o).
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4 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

On peut ensuite énoncer différents résultats valables pour les fonctions définies de fagon
univoque. On va notamment introduire la notion centrale de fonction holomorphe ou analytique,
qui pour les physiciens recouvrent la méme réalité : on dit qu'une fonction est analytique lorsque
l'image 2 = f(z) de tout point d’un domaine Q est définie de fagon unique et que la fonction est
dérivable. On commence par donner une condition nécessaire et suffisante de dérivabilité, puis
on s’intéressera au calcul intégral.

Condition de Cauchy : une fonction f(z,y) = A(z, y)+1B(z, y) est dérivable en z = x+1y
si:

94 _oB 04 _ 0B .
or Oy oy Oz’ )

Sous des réserves de régularité, on peut montrer que c’est une condition nécessaire et suffisante.

Une fonction est dite holomorphe dans un domaine® Q si elle admet une dérivée en tout
de point de Q. Si f(x, y) = A(z, y) +1B(x, y) est holomorphe sur Q, alors A et B vérifient
I’équation de Laplace

[AA=AB=0,

(1.2)

oil 'on a noté A (écrit aussi parfois V?) I'opérateur dit laplacien :

*¢ 9%

8= T o

en coordonnées cartésiennes.

Il suffit de prendre les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe pour obtenir des
fonctions harmoniques? Une fonction holomorphe est automatiquement indéfiniment dérivable
sur le domaine ). C’est un résultat remarquable qui tranche avec les propriétés des fonctions a
variable réelle pour lesquelles il n’existe pas de lien systématique de régularité entre la dérivée a
I'ordre 1 et les dérivées d’ordre supérieur.

» La partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction analytique doivent toutes deux
satisfaire ’équation de Laplace (autrement dit, ce sont des fonctions harmoniques) pour que la
condition de Cauchy-Riemann soit vérifiée. On les appelle des conjugués harmoniques. Notons
que les lignes isovaleurs sont perpendiculaires, c’est-a-dire si w = u + v, alors

Notamment, lorsqu’une fonction u est harmonique sur un domaine, on peut toujours construire
une fonction v qui soit son conjugué harmonique.

1.1.2 Dérivation des fonctions holomorphes

La dérivation des fonctions & variable complexe suit les mémes régles que les fonctions a
variable(s) réelles. On peut également les dérivations dans C et dans R de la fagon suivante :

o 1[0 0
— = = =
0z 2\0x 0y’
1. Sous-ensemble ouvert et connexe: a tout point de ce domaine on peut lui associer un disque centré sur lui
et de rayon non nul (le point n’est pas sur une frontiére, on doit pouvoir 'attendre quelle que soit la direction
choisie) ; un domaine est connexe si toute ligne polygonale reliant des points du domaine est elle-méme incluse

dans le domaine.
2. Une fonction est dite harmonique quand elle vérifie I’équation de Laplace et qu’elle est continue.

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 5

o0 _1(0, 0
0z 2\ox Oy)’

avec z = x + 1y et Z = x — 2. On peut également se servir de:

9 o 0
or 0z 0z’
9 _,0_ .90
ay_zﬁz Yz

Siw = u 4w, alors on a:

dw Ow ow

oz Vo

L’équation de Laplace s’écrit en variables complexes :

¢

0% %
vy _ 4 _
0= 45 0z

— = 0.
Ox? + Oy?

1.1.3 Intégration des fonctions holomorphes

L’intégration dans le plan complexe repose sur la notion de « chemin » : un chemin est une
courbe continiiment dérivable par morceaux sur C: un chemin I est la courbe d’équation z = 7(s)
définie sur [a, b]. Un chemin est toujours orienté de son origine vers son extrémité; lorsque les
deux points coincident, on parle de lacet. La plupart des propriétés valables pour les fonctions &
variable réelle marchent également dans le cas complexe.

Théoréme de Cauchy : soit f une fonction holomorphe sur le domaine 2, alors pour deux
lacets I'; et I'y homotopes? :

f(z)dz = f(2)dz.
r Ty

Notamment pour un lacet homotope & un point, alors

/F f(2)dz =0,

quelque soit le lacet I'. La réciproque du théoréme de Cauchy — connue sous le nom de théoréme
de Morera — énonce que si [, f(z)dz = 0 alors la fonction est holomorphe.

» Une conséquence importante pour l'intégration est la suivante: pour une fonction holo-
morphe, l'intégrale de f entre deux points A et B ne dépend pas du chemin choisi :

B
| sene= [ g = [ pe (1.3)
A I s

quelles que soient les courbes I'; et I's reliant A et B.

Cest cette propriété qu’il va étre intéressant d’exploiter pour faciliter le travail d’intégration.
Si f est une fonction holomorphe sur un large domaine, on peut choisir & sa guise la contour
d’intégration. Par exemple (voir figure 1.1), imaginons que 'on intégre f sur un lacet I'; on peut

3. Deux lacets sont homotopes si on peut passer de I'un a ’autre par une transformation continue sans sortir
du domaine €. Si sur le domaine €2, tout lacet est homotope a un point, alors le domaine est simplement conneze.
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6 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

réduire ce lacet et intégrer — sans changer le résultat — sur le lacet I'. C’est une conséquence
immédiate du théoréme de Cauchy

/ f(z)dz + f(2)dz— [ f(z)dz +
r AB T

et puisque les intégrales le long de AB se composent, on tire

/f(z)dz = [ f(2)dz.
r N

f(z)dz =0,
BA

QM=)

Figure 1.1 : contour agrandi ou rétréci.

Le théoréme de Cauchy nous permet aussi de montrer simplement que si f n’est pas holo-
morphe en un nombre fini de points (singuliers) au sein d’un contour I'; alors on peut tracer de
petits contours élémentaires entourant ces points singuliers et transformer I’intégrale sur I' en
une somme d’intégrales autour des points singuliers

/F f(2)dz = /F | f(2)d.

Ce résultat va nous permettre de démontrer le théoréme des résidus un peu plus loin.

Figure 1.2 : contour autour de points singuliers.

Formule de Cauchy : pour tout lacet I' d’'un domaine simplement connexe €2 et pour toute
fonction holomorphe sur €2, alors pour tout point zy intérieur au lacet I'; on a:

ef(z0) = LG

o um Jrz— 2

dz, (1.4)

avec € = &1 l'indice* de z par rapport a I'. Si zy est a 'extérieur du domaine délimité par T,

alors
R B CO R
umw Jr 2 — 2o ’

4. C’est le nombre de tours faits par I'image de I" autour de zp quand s croit de a & b. Selon que I' est orienté
positivement ou négativement, e = £1.
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Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 7

Quelques conséquences importantes :

— Si f est holomorphe sur un domaine simplement connexe, alors il suffit de connaitre f sur
un lacet autour de zp pour connaitre f(zp).

— Ainsi la valeur de f au centre d’un cercle est égale a la valeur moyenne sur le cercle. D’ou
I’on déduit que f ne peut pas prendre son maximum relatif & U'intérieur de €.

— Toute fonction holomorphe est indéfiniment dérivable sur le domaine considéré.

Comme on I’a indiqué plus haut, toute fonction f(z) holomorphe sur un domaine € est indéfini-
ment dérivable dérivable sur ce domaine. On a a par ailleurs

F(z) = i L(w{(?))n+1dw'

T ur

Théoréme de Liouville: si f est bornée et holomorphe sur C alors f est une constante.

» Ce théoréme semble anodin. Il montre en fait qu’une fonction complexe doit nécessairement,
comporter des points singuliers et donc ne pas étre analytique dans le plan complexe pour
présenter un intérét (c’est-a-dire si on ne s’intéresse pas qu’aux fonctions constantes).

Valeur principale d’une intégrale : considérons une fonction définie sur un contour I' et
un point (y sur ce contour. L'intégrand f(¢)/(¢ — (o) est partout défini sur ce contour sauf ou
point (p, ce qui rend l'intégrale fr f(2)dz impropre. Cette intégrale peut avoir un sens si la limite

de

lim &dc existe,

=0 Jr_c, ¢ —Co
ou C¢ est larc formé par Uintersection entre I' et le disque de rayon e (supposé petit). Cette
limite est appelée valeur principale.

Par exemple, considérons fF 2z~ 1dz, avec T' un contour fermé passant par O. Ici, on a

1
lim —-d¢ = lim
e—0 F_Cg e—0

arg(d( =,
I'-Ce

r

Figure 1.3 : contour avec un point singulier.

Formules de Plemelj: La formule de Cauchy permet aussi de montrer une série de formules
dite de formules de Plemelj, qui ont leur utilité en mécanique des fluides dans les calculs de surface
libre. On considére un contour fermé I' avec un point 2z, qui délimite un domaine L et un domaine

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



8 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

R; on se donne une fonction ¢(z) sur I' de telle sorte que [(¢(2) — ¢(20))/(z — 20) existe. On

définit .
50— / 40 4.

2w Jp(— 2

On peut définir la limite & gauche

Lios _ 1 é(¢) — ¢(20) ;
O (z0) = lim P(z) = 2”7/1‘ o d¢ + &(20).

z—z0, 2€L

Et de méme, la limite & droite vaut

S B o (SRt i)
BR(zp) = lim  &(2) 2m/r o

z—2z0, 2€R

Ce résultat se montre facilement en décomposant

P(¢ Zo +¢ Zo #(¢) — ¢(20) 1 ¢(20)
2177/ 2271'/ (—2z <+27r/Fq—de'

A laide de la formule de Cauchy, on tire le résultat recherché. O

r
20

R

Figure 1.4 : contour fermé avec un point singulier.

La différence des deux résultats nous la premiére formule de Plemelj

O (29) — ®"(20) = ¢(20), (1.5)
alors que la somme des deux intégrales nous fournit la deuziéme formule de Plemelj

¢(¢)

ol (1.6)

L, R,y_ 1
®%(20) + @7 (20) Z/F

Ce résultat marche également si au lieu de prendre un contour fermé, on prend un contour ouvert.
Cela permet d’aboutir au théoréme de Plemelj, qui fournit la solution a 1’équation fonctionnelle
dit probléeme de Riemann-Hilbert, qui consiste & chercher une fonction ® analytique dans le plan
z sauf le long d’un arc I, ou elle vérifie la condition de saut

®*(29) — 2" (20) = ¢"(20), (1.7)

pour tout 2o de cet arc I'. Cette équation admet une solution unique qui est holomorphe partout

excepté sur arc T’ ©
_ L[
B(2) QW/FC_ng (1.8)
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Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 9

1.1.4 Séries de fonctions complexes

Une seérie de fonctions u,(z) est une suite de fonctions

Sn(z) = Zuk(z).
k=1

Les théorémes sur les séries de fonctions & variable entiére se généralisent pour les séries de
fonctions a variable complexe. Un théoréme important est dit & Weierstrass: si la série u,(2) est
une suite de fonctions holomorphes et si la série est uniformément convergente, alors la fonction

S = u(z)
k=1

est holomorphe et sa dérivée est la somme des dérivées u) (z2).

Une série entiére est une série dont le terme général est de la forme:
n
un(z) = an(z — )",

avec an, ¢, et z des complexes. Le rayon de convergence p est le scalaire tel que pour tout |z] < r la
série converge (absolument). La formule d’'Hadamard permet d’exprimer le rayon de convergence

& partir des coefficients a, :

1 g 1/p
p~ = lim sup|ap|*/?.
n—)oop>n

Un résultat important est le suivant: la somme d’une série entiére est holomorphe dans son
disque de convergence.

Ces résultats peuvent étre utilisés pour définir la série de Taylor d’une fonction holomorphe:
toute fonction holomorphe est représentable par une série entiére. En effet, on a:

f2) = o / Ty

avec I' un lacet autour d’un point d’affixe a. En développant 1/(w — z) en série entiére de z — a

1 1 zZ—a z—a\"
= 1+ 4+t e,
w—z w-—a w—a w—a

on obtient en intégrant terme & terme

1) =Y anz—a),
n=1

avec an, = f"(a) = (2ur) ! [i f(w)(w — a)~ (1) L’holomorphie permet également de relier ay,
aux dérivées de f de fagon unique:

(2 —a)?

f(z) = f(a) + (2 —a)f'(a) + o F(a) + -

Toute fonction holomorphe décomposable en série de Taylor est appelée fonction analytique.

Considérons une fonction holomorphe sur un domaine simplement connexe £2. Pour tout point
d’affixe a de €, il existe un disque centré sur a contenu dans 2 & Uintérieur duquel f(z) est la
somme d’une série de Taylor :

f(2) =) an(z—a)".
n=1
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10 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

Si on peut écrire

1) =3 aulz - )" = ap(= — a)’h(2),
n=1

avec h(a) =1, alors a est un zéro d’ordre p de f. Tout zéro d’une fonction holomorphe est isolé
si f#0.

Soient deux domaines €2 et 21 tels que 1 C (), si deux fonctions f et f1 sont respectivement
holomorphes sur et Q; et si f(z) = f1(2) pour tout z € Q, alors fi est appelé prolongement
analytiqgue de f sur €y ou bien encore f est la restriction de f1 a Q.

La série de Laurent peut étre considérée comme une généralisation de la série de Taylor
lorsque le point d’affixe a n’est pas dans 2. Dans ce cas, on ne peut pas développer en série
de Taylor puisque z dans un voisinage de a n’est pas dans 2. On peut toujours, en revanche,
exprimer f comme une série de Laurent :

f)= DY bulz—a)",

n=—oo

avec by, = (2um) ! [i f(w)(w — a)~ (1) et T un lacet quelconque dans Q et entourant a. La série
de Laurent coincide avec la série de Taylor lorsque a est dans 2 ; dans ce cas, les coefficients b,
sont nuls pour n < 0.

Figure 1.5 : domaine ) évidé en son centre.

Considérons une fonction f holomorphe sur un disque de rayon R privé de son centre A
d’affixe a: f(z) est dérivable pour 0 < |z — a| < R, mais f peut ne pas étre définie en z = a. On
peut développer f en série de Laurent de centre a:

f2) =02+ an(z—a)",
n=0

avec:

bn
v(z) = Z m.

n=1

La fonction v(z) s’appelle la partie singuliére de f.

e Si tous les coefficients b, sont nuls, c¢’est-a-dire si v = 0, alors la fonction F' qui est égale
— a f(z) dans le disque privé de son centre,

- ap en z = a,
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est analytique dans le disque. Dans ce cas, z = a est une singularité apparente.

e Dans le cas contraire, z = a est un point singulier isolé. Ce point est un péle si un nombre
fini de coefficients b,, sont différents de zéro sinon on parle de point singulier essentiel (ou
pole d’ordre infini). Plus précisément, si b, # 0 et b, = 0 pour p > n, alors:

bp bp,1 bl — n
z) = + + -+ + an(z —a)".
To) =G T syt )

Pour établir la nature d’un point, on peut se servir des résultats suivants:

— Si f non définie en z = a a une limite quand z — a, alors z = a n’est qu'une singularité
apparente.

— Si pour p € Ny, (2 —a)Pf(2) tend vers une limite non nulle quand z — a alors le point a
est un poéle d’ordre p.

Si z = a est un point singulier isolé, alors dans un disque centré sur @, on a vu qu’on peut

écrire: - -
Fo =3 S (e -0,
G—ar T &

k=1 k=

et dans ce cas, le coefficient b1 a une importance toute particuliére: on appelle résidu de f en
z = a et on le note:

b = Res(a, 1) = - /F f(2)dz:

avec I' un lacet orienté positivement ayant pour trajectoire un cercle autour de a ne contenant
pas d’autre point singulier autre que a. Si a est un pdle, on peut déterminer le résidu sans calcul
intégral a l’aide de quelques astuces:

— Si a est un péle simple, alors on peut écrire:

f2) =2 1),

a—z

donc le résidu est by. Par exemple si f = G(z2)/H(z) avec F et G deux fonctions holo-
morphes telles que G(a) # 0 et H(z) = (2 — a)H, (H«(a) # 0), alors a est un pole simple
et:

L -aGl) Gk
Resta, 1) = 10 7y~ H(a) ~ By

— On peut généraliser ce résultat & un pole d’ordre p et montrer que

) 1 dp—1
Res(a f) = 1 o=yt

f(2)(z = a)”.

— Si f(2) = f(—=), alors Res(0, f) = 0.
— Pour un point singulier essentiel, il faut le plus souvent calculer la série de Laurent pour
calculer le résidu.

Théoréme des résidus: Soient z1, 22, ---, 2, un nombre fini de points distincts d’'un
domaine simplement connexe et f une fonction holomorphe. La partie singuliére est notée pour
le point zg :

0 =Y

k=1
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12 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

Cette fonction est définie sur un disque centré sur z; de rayon suffisamment petit pour ne pas
contenir d’autres points singuliers. Pour tout lacet I' contenant tous les points singuliers on a:

/ f(z)dz = QZTrZ exRes(zx, f).
r k=1

» Ce théoréme a d’importantes implications dans le calcul d’intégrales de fonction & variable
réelle car il permet de simplifier le calcul. Un corollaire de ce théoréme est le suivant : on cherche

4 calculer
I ]é G
r 9(2)

avec f(a) # 0, ¢’(a) # 0, mais g(a) = 0 pour un point a a l'intérieur de I'. On montre apres
développement en série de Taylor et application du théoréme des résidus que:

f(a)
g'(a)

Ce calcul peut étre étendu lorsque ¢(™ = 0 pour 0 < n < i et gt = 0.

I =2r

& Exemple. — Calcul de I = [;°(1 + 2?)"'d.

Notons tout d’abord que 'on a & cause de la parité de I'intégrand :

1 /> 1
I:/ dzx.
2 0 1+ZL‘2

L’intégrand a deux poles situés en (0, +12). Considérons un demi-cercle comme sur la figure 1.6
de rayon R.

A Y
Cr

+1

Figure 1.6 : contour choisi pour le calcul de 'intégrale.

Calculons I(R) sur ce contour

1 1 1 /1
I(R):/ 2dz+/ ——dz.
2 CR1+Z 2 _R1—|—Z

D’apreés la formule de Cauchy (1.4), on a: I(R) = m/2. Notons par ailleurs que

1 1 2 ™ Rez@ ) -
S| mde= | i adi~ [ e7%d0 — 0 quand R — .
2 /CR 1422 & 2/0 1+ R2e20 2R/0 e quan 00

On déduit alors que I =7/2. O

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 13

1.1.5 Principe de réflexion de Schwarz

Bien des problémes en mécanique des fluides impliquent un milieu semi-infini avec une fron-
tiere. Par exemple, considérons un demi-plan infini avec une frontiére solide et une source a
I'intérieur du demi-plan ; la méthode utilisée pour résoudre ce type de probléme, dite « méthode
des images », consiste a placer un puits de fagon symétrique par rapport a la frontiére. La
condition de non-pénétration sera alors vérifiée & la paroi.

Cette méthode peut étre généralisée de la fagon suivante dans le cas des fonctions & variable
réelle. Considérons un demi-plan y < 0 et une frontiére en y = 0. On cherche & déterminer une
fonction f(x, y) vérifiant I’équation de Laplace dans le demi-plan y < 0. Pour cela on consideére
le prolongement par symétrie :

f($, y) = —f(l', _y)'

On montre facilement que la fonction f (x, y) vérifie aussi I’équation de Laplace dans le demi-plan
y > 0. Si, de plus, on impose f(z, y) = f(z, y) pour y > 0 alors f(x, y) vérifie I’équation de
Laplace dans tout le plan, elle doit étre nulle pour y = 0, et elle doit étre impaire.

Ce principe peut étre étendu aux fonctions & variable complexe. Introduisons la notation f:

soit encore avec f = u + w R
f(Z) = U(JZ', - y) - w(x, - y)

Si f est définie dans le demi-plan inférieur, alors f est définie dans le demi-plan supérieur. Le
principe de Schwarz s’énonce ainsi.

Principe de Schwarz: dans le demi-plan, soit D une région fermée avec une frontiére L le
long de I’axe y = 0. Considérons une fonction analytique dans D, continue sur ses frontiéres, et
prenant des valeurs réelles sur 'axe y = 0. Alors, f est la continuation analytique de f & travers
L de D sur son image miroir D’. Une fonction F définie comme F(z) = f(z) pour z € D et
F(2) = f(z) pour z € D' est analytique sur D|JD'.

» Ce principe va étre trés utile pour simplifier des problémes avec des conditions plus ou
moins compliquées. L’exemple du jet (cf. § 1.3.1) en donnera un exemple.
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14 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

1.2 Transformations conformes

1.2.1 Définitions

Dans un certain nombre de problémes, on cherche a résoudre une équation, par exemple
I'équation de Laplace Ay = 1z, + 1y = 0, dans le plan x — y avec des conditions aux limites
plus ou moins complexes. L’idée est de se ramener & des domaines d’intégration plus simples
en faisant un changement de variable. Ce changement de variable (z, y) — (X, Y) est une
transformation géométrique ; si cette transformation conserve les angles; il n’y a souvent que peu
de changements dans la forme de I’équation. Par exemple pour ’équation de Laplace, on aura a
résoudre 9 x x + 1¥yy = 0 dans le nouveau domaine.

Une transformation z = v+ — Z(2) = X (z, y) +:Y (z, y) est dite conforme si elle conserve
les angles. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une transformation soit conforme est
que la fonction Z(z) soit analytique.

Les points ou la dérivée Z’(z) est nulle/infinie peuvent étre des points singuliers de la trans-
formation. Au voisinage de tels points, on peut exprimer Z de la fagon suivante:

Z = Zy+ (2 — 20)" f(20) + O((z — 20)"1P),

avec p € N1 et f(z9) # 0. Si p = 1, la transformation est conforme en ce point; si p > 1, les
angles ne sont pas conservés : 1 ou les points o Z’ s’annule, 'image d’une ligne continue présente
un point anguleux. L’idée de base de la transformation conforme est d’utiliser les singularités
locales pour transformer des conditions aux limites compliquées en conditions plus simples.

& Exemple. — Fzemple de transformation conforme.

On a résoudre I’équation dans le demi-plan y > 0:

¢ 0%
A = — —_— =
¢ Ox? + oy? 0
avec
0si|z| > 1,

¢($v O) = { 1.

Pour cela on utilise la transformation conforme :
z—1
241’

qui transforme le demi-plan en une bande infinie comme le montre la figure 1.7.

Z =1n

Il est beaucoup plus simple de résoudre I’équation avec les conditions aux limites et compte
tenu de l'invariance en z. L’équation en elle-méme ne change pas puisque la transformation est
conforme, donc avec Z = X +:1Y, on a toujours:

2 2
o B0 PO
0X2  0Y?
avec

¢(z,0) =0et ¢p(x, m) = 1.
On trouve: ¢ = y/m. En repassant aux variables x et y, on obtient finalement :

1 2y

1 _
Qs(l', y) = ; arctan m
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Y
Yy B o=t T¢ b
| |
| z |

RN o«

A B C D E A

=0 ¢=1 ¢=0 E

Figure 1.7 : transformation d’un demi-plan en bande.

1.2.2 Quelques transformations classiques
Transformation linéaire

Une transformation linéaire w = Az, avec A = ae'® € C est une double transformation :
expansion/contraction liée au coefficient a et rotation d’un angle .

Transformation inverse

Une transformation linéaire w = z~! pour z non nul transforme les cercles en cercles/droites,
les lignes en droites/cercles selon que I'objet passe ou non par ’origine.

Transformation linéaire fractionnelle

La transformation
az+b

- cz+d’

avec a, b, ¢, d des complexes, transforme les cercles en droites et réciproquement.

1.2.3 Transformation de Schwarz-Christoffel

La transformation de Schwarz-Christoffel est la plus connue: elle consiste a associer 4 un
point d’affixe z I'image Z telle que:

dz
7 = K(Z—a) (2~ an), (1.9)

avec a; € R, p; € R, et K € C. La transformation Z(z) est conforme sauf aux points a; ot 'on
a: Z' = 0. On montre facilement que si dans le plan complexe, une frontiére a un point anguleux
en a; d’angle «; alors, si on a choisi

pi = a;/m— 1,

le point anguleux est transformé en point non angulaire. Notons que si dans la transformation
a; — oo, alors on omet le facteur (z — a;) dans la transformation puisqu’il serait associé a
I'exposant 0; on dit que le polygone est dégénéré en ce point.
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16 Chapitre 1. Fonctions & variable complexe

Figure 1.8 : transformation d’une ligne brisée en axe horizontal.

& Exemple. — Transformation d’une tranche de fluide.

Considérons une tranche de fluide entre deux plans horizontaux (voir figure 1.9). Les points
A, B, C sont en 400, 0, et —oco et définissent un polygone dégénéré. Dans la transformation de
Schwarz-Christoffel, tous les points se retrouvent sur le méme axe (Y = 0) comme le montre la
figure 1.9. Dans le plan image, A est situé +oo, B’ en b, C ¢ > b, et D en —o0o. Les angles dans
le plan & — y entre les nceuds du polygone sont® du polygone sont: ag = 7/2, ac = 7/2, d’ou
lon tire: pp = —1/2 et po = —1/2.

y plan x—y plan X-Y
Y
. A t
K |
X
> . ‘ﬂ — >
D A B C

Figure 1.9 : passage du plan x — y au plan X — Y.

L’équation de Schwarz-Christoffel (1.9) donne:

—12 _ K

C gz -0z -0 ~

Z=

d’ou l'on tire que

2(Z)=2KIn (\/Z—b—|— \/Z—C) + 20.
On peut inverser cette équation et obtenir ainsi:
1 1
Z = i(b +c)+ 5(0 —b) cosh(K (2 — 20)).
Les paramétres b et ¢ peuvent étre choisis librement, mais pas K et zy qui doivent étre choisis

de telle sorte que les points images soient bien les images souhaitées par la transformation Z(z).
O

5. Pour les angles des points a l'infini, on peut se souvenir que la somme des angles d’un polygone a n cotés
est (n — 2)m, soit ici 27, on en déduit que les angles des points rejetés a I'infini doivent étre nuls.
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% On pourra utilement se rapporter a 'ouvrage de Churchill & Brown (1990) qui présente
en détail les applications conformes et donne un catalogue de transformations utiles.

1.2.4 Transformation de Joukovski

11 existe d’autres transformations utiles, notamment celle de Joukovski abondamment utilisée
en aéronautique (Rhyming, 2004). Cette transformation est définie par

a2

w=z+ —,
z

avec a € R. La transformation change un cercle centré & 'origine en une ellipse dans le plan w;
un cas particulier est le cercle de rayon r = a qui est transformé en segment de droite (ellipse
dégénérée de petit axe nul). Les conditions & l'infini ne sont pas changées. Par ailleurs un cercle
décentré mais dont le centre reste sur 'axe x est transformé en un profil symétrique évoquant
une forme d’aile, appelé profil de Joukovski.

1.3 Applications

On étudie un écoulement irrotationnel dans un canal infini. Les points A, B, C (resp. A’, B,
C’) sont en 400, 0, et —oo et définissent un polygone dégénéré. Dans la transformation, tous
les points se retrouvent sur le méme axe (Y = 0) comme le montre la figure 1.10. Dans le plan
image, A’ est situé 400, B’ en +1, C et C’ a l'origine, B en —1, et A en —oco. Les angles dans le
plan x — y entre les nceuds du polygone sont: ap =, ac =0, aer =0, agr = m, d’olt U'on tire:
pp=0,pc=-1,pcr =—-1,pp =0.

y Y
C f B A f
\
a | |
‘ X ‘ X
> >
C' B' A' A B C B' A'
CV

Figure 1.10 : écoulement dans un plan infini. Le trait gras dans le plan X — Y représente la demi-droite de
coupure.

La transformation de Schwarz-Christoffel donne:

((11% — K(Z—al)pl--'(Z*an)p” — 5
d’ot Von tire que 2(Z) = KInZ + Zy. Reste a déterminer K et Zj. L’'image de B dans le plan
image X — Y mnous indique que Zy = 0. L’image de n’importe quel point sur le bord supérieur a
pour coordonnées dans le plan z —y: z = £ +1a; son image dans le plan X —Y est sur "axe réel
Z = |¢|e"™; donc on doit avoir { +wa = K(In|(|+27), d’ot l'on tire K = a/w. La transformation
recherchée est donc a

z = ;an ou bien Z = ™/
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Canal semi infini

On étudie un écoulement irrotationnel dans un canal infini. Les points A, B, C, et D sont en
400, 0, 0, et —o0 et définissent un polygone dégénéré. Dans la transformation, tous les points se
retrouvent sur le méme axe (Y = 0) comme le montre la figure 1.11. Dans le plan image, A’ est
situé —oo, B’ en —1, C en +1, et D en +00. Les angles dans le plan z — y entre les nceuds du
polygone sont: ap = 7/2, ac = 7/2, ap =0, d’on l'on tire: pp = —1/2, pc = —1/2, pp =0

4 A 47

B

C D A B C D

Figure 1.11 : écoulement un canal ouvert a droite.

La transformation de Schwarz-Christoffel donne:

dz K
_ _ p1 ... _ Pn
iz =K (Z = =

dz ’

d’ot Von tire que 2(Z) = KIn(Z ++vZ? — 1) + Zy. Cette fonction est a valeur multiple et il faut
deéfinir des coupures pour remédier a cela. Définissons la coupure comme le segment [—1, + 1]
de 'axe réel ; on a sur cet axe:

—VX2-1s —0c0< X < —1,
72 1={ WI—X2si —1<X < +1,
VX?2-1s81<X < o0.

Dans le plan X — Y, Z + 1/ Z2 — 1 ne s’annule jamais. D’ou ’on peut définir:

In(Z -vX?2-1)si —c0o< X < -1,
ln<Z+\/ZQ—1>: In(Z + /I - X2)si —1<X < +1,
In(Z4+vX2-1)si1< X < 0.

Reste a déterminer K et Zj. En examinant les images de B et C, on tire que Zy =0 et K = a/7.
La transformation inverse s’en déduit :

z:gln<Z+\/Zz—1> ou bien Z = < cosh! 2.
T T

Marche d’escalier

On étudie un écoulement irrotationnel au voisinage d’un rétrécissement brutal. A Uinfini, il y
a un écoulement paralléle de débit Q. Pour les besoins de ’exercice, on considére que la largeur
AF vaut 7 et qu’en BC on hm avec h < 1. On raméne le probléme en question & un probléme
plan & ’aide d’une transformation de Schwarz-Christoffel : les points A et F seront confondus
avec 'origine (le point image sera assimilé a une source puisqu’en AF il transite un débit @), le
point D aura pour image D’ situé en Z = 1, les points B et C sont repoussés & l'infini, seul le
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A 4 B
|
\ hrw
T Q' 37/2 >
D C
/2
F E
TY
|
‘ X
_D
B A C
F

Figure 1.12 : écoulement en marche d’escalier.

point E n’est fixé pour U'instant (on le laisse libre de fagon a pouvoir écrire la conservation des
débits). O

Ona:ay =0, ag =7/2, ap = 37/2, d’ott 'on déduit les exposants: py =0, pp = —1/2,
et pp = 1/2. La transformation de Schwarz-Christoffel est donc:

dZz K [z-1
dz 2z \z—zp

Dans le plan Z, la solution irrotationnelle d’'une source en Z = 0 est le potentiel complexe

Q Q Q

—InZ=—"—InR+ =
T T T

o+ up = o,

si Pon pose Z = Re'®.

1.3.1 Jet libre

Nous nous intéressons & des écoulements potentiels irrotationnels. De I’équation de continuité

V -u = 0, on tire que quel que soit 'écoulement d’un fluide incompressible, il existe toujours

une fonction dite fonction de courant qui vérifie:
_ %

_7t =
u 8yev

o
ox

avec u = (u, v) dans un repére cartésien x — y. Si de plus ’écoulement est irrotationnel, alors
sa vorticité est nulle: V x u = 0 et donc il existe une fonction dite potentiel de vitesse telle
que: u = —V¢. Nous nous placons aussi en régime permanent de telle sorte que le théoréme de
Bernoulli soit vérifié le long des lignes de courant 1) = cte. On a négligé en premiére approximation
I'effet du champ de pesanteur.
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On peut définir un potentiel complexe: w = ¢ + ). La dérivée de ce potentiel par rapport a
z = x + 1y fournit la vitesse complexe:

d7w
dz

=Uu—1.

Figure 1.13 : jet libre.

Nous allons aborder maintenant une application astucieuse des fonctions a variable complexe
due & Helmholtz et Kirchhoff (Lamb, 1932; Batchelor, 1967) pour les jets en régime permanent.
L’extension au cas du régime non-permanent, principalement ’établissement du régime perma-
nent, a été étudiée bien plus tard, notamment par Curle (1956a,b) ; la principale difficulté dans
ce cas-la concerne les conditions aux limites puisque si en régime permanent, la surface libre est
une ligne de courant, cela cesse d’étre vrai en régime non permanent.

Méthode de Kirchhoff-Helmoltz

En suivant la méthode de Kirchhoff-Helmoltz (Batchelor, 1967), on introduit la variable
complexe :

Q:ln%:ln 1
w U — W

=1Ing ! 46,

ot u = ge¥ avec ¢ = vVu? + v2 la magnitude et 0 la direction du champ de vitesse dans le repére
x —y. Cette nouvelle variable a des propriétés intéressantes:

— pour une surface libre, la pression est constante et égale a la pression atmosphérique, donc
la vitesse est aussi constante puisque la surface libre correspond en régime permanent a
une ligne de courant, donc ¢ = cte, donc R(Q2) = cte; la surface libre est représentée par
un segment droit dans le plan €);

— pour une paroi solide, la composante normale est nulle et la vitesse est paralléle & la surface
libre, donc I'angle 6 est également constant, donc I(£2) = cte; la paroi est représentée par
un segment horizontal dans le plan Q.

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 21

Dans le cas d’un jet, les contours sont des lignes de courant. On peut a la fois caractériser
le champ cinématique et le champ potentiel, ¢’est ce que résumé la figure 1.14. L’idée essentielle
de la méthode de Kirchhoff-Helmoltz est la suivante : on caractérise chacun des champs dans son
espace :

— le champ cinématique dans un espace w;

— le champ potentiel dans un espace ().

On utilise une transformation de Schwarz-Christoffel pour transformer chacun des polygones
4 un méme polygone d’un nouvel espace que 'on va appeler ici A. Il reste donc & déterminer
les changements de variable A(2) et A(w) a effectuer. Une fois que cela est fait, on cherche la
relation qui existe entre A\(2) et A(w) ; on s’attend a trouver une équation différentielle que ’on
va résoudre.

A9
plan Q
B' A
C' plan A
| ¢l »uq A
<
B A O‘
plan W Va -1 ‘ +1
C ‘ B A V=y A B' C B A
Cl
‘7 .y y=0
‘ 9
C B Al V=-v

Figure 1.14 : transformation conforme.

e 1) Transformation \(12)
On a:

D’aprés la relation vue précédemment (voir supra § 1.3), on a: A = cosh[K (2 — )], d’out on
trouve: K =1 et Qy = —ur/2.

e 2) Transformation \(w)
On a:
B (w = —up) = B' (A= —1),
B(w=wu)1) = B'(A=+1).
D’apres la relation vue précédemment (voir supra § 1.3), on a: w = K In X\ + wp ou bien encore
A = expl(w —wp)/K] , d’ot on trouve: K = —2 /7 et wy = 1)y.
¢ 3) Relation Q(w) et w(z)
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En égalant les deux expressions de A, on tire:

A =1exp [_Q\ZM] =1sinh ) = % <Udz — 1dw’> (1.10)
1

en utilisant la définition du sinh. On tire de A = 5(Uz' — (UZ')™!) que:

d
USE — 1 /1- 0,
dw
dont seule la branche avec + est physiquement possible. En se servant de la relation (tirée de

Iéq. 1.10)

T
d\ = ———M\dw,
29
on trouve que
U
—1(2 —2) =1A—=1)— /1 —X2+tanh™ 1 /1 — A2,

2

avec zp une constante. Dans le plan complexe z, le point B a pour coordonnées z = wa (voir
figure 1.13) et le point image est le point A = 1, d’ou zg = 2a. En comparant 1’équation (1.10)
avec ce résultat, on détermine les relation z(Q2) et w(£2) aprés substitution de A = 2sinh Q.

1.3.2 Rupture de barrage
Equations du mouvement

Nous allons considérer le probléme de la rupture de barrage du point de vue Lagrangien. Les
équations du mouvement sont pour un point données par ’équation de quantité de mouvement :

pXit = —px,

pYie = —py — 9,
ol X et Y sont les déplacements d’une particule initialement (t = 0) en (X, Y) = (a, b), et une

condition sur le jacobien de la transformation (a, b) — (X, Y') qui doit rester inchangé au cours
du mouvement (cette relation se substitue donc a 1’équation de conservation de la masse):

X,V — XpY, = 1.

Notons que la conservation de la quantité de mouvement fait appel & un gradient de pression
calculé avec les variables de déplacement, ce qui n’est pas trés commode. On a donc considérer
comme variables indépendantes a, b, et t; on tire (Stoker, 1957; Lamb, 1932)

1
XuuXa+ Y +9)Ya + ;pa =0,

XX+ (Vi + 9)Yh + 1, = 0
que ’on peut encore simplifier en supprimant le terme de pression :
(XaXpt + Yo Yit )t = (XpXat + YaYat )t
dont l'intégration donne:
(XaXpt + Yo Vi) — (XoXat + YaYar) = f(2),

o f(t) est une fonction arbitraire représentant la vorticité.
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Meéthode de Pohle

La méthode utilisée par Pohle consiste & exprimer les fonctions X, Y, et p comme des séries
de t (Pohle, 1952; Stoker, 1957):

X(a,b; t)=a+ XY(a, b)t + XPD(a, b)t> + -,

Y(a,b; t) =b+YW(a, b)t + Y H(a, b)t> + -,
p(a, b t) = pO(a, b) + pW(a, b)t + p@(a, b)2 +---

puis a les reporter dans les équations du mouvement (ici dans I’équation sur le jacobien pour X
et Y et 'équation de la quantité de mouvement pour p). On collecte ensuite les termes associés
4 chaque puissance de t. Pour O(t°), on tire:

2 1 1
XP 7 = —(x - xv),
Pl +pyy) = —20(X,7 + -V = 0.

Pour O(t), on trouve:

Les conditions initiales imposent que la vitesse initiale est nulle: X = Y1) = 0. On déduit que
X @ ot Y@ veérifient la condition de Cauchy Riemann puisque : X£1)+Yb(1) =0et Xf) —YG(Q) =0.
Pour la pression, elle est d’abord hydrostatique, puis pour la surface libre, elle est nulle:

pla,b; t) =0pour 0 <a<ooett>0,

p(0,b; t)=0pour 0 <b< hett>D0.

De plus, le fond est une ligne de courant donc: Y(a, 0; t) = 0 pourt > 0et 0 < a < co. A
partir de ces conditions aux limites, on peut déduire les conditions aux limites vérifices par X (?)

et Y2
g

X®(a, h) =0t Y (a, h) = -
On souhaite résoudre les équations pour la fonction a variable complexe Z(z) = Y2 4+:X®)
avec z = x +1y. Z est harmonique puisque ses composantes sont harmoniques. Une difficulté
est que les frontieres du domaine considéré sont mixtes: on a une condition sur X® pour la
surface et deux conditions sur Y sur le fond et la paroi verticale. L'idée est alors d’employer le
principe de réflexion de Schwartz en prolongeant Z de fagon symétrique par rapport a la surface
libre (voir figure 1.15); cela est possible car la fonction Z s’annule a la surface libre et elle est
continue et analytique.

On emploie ensuite la transformation de Schwarz-Christoffel (voir § 1.3) ; ona: Z = cosh[K (z—
20)]- On a la transformation :
B(z=12h) — B'(A\= -1),

C(z=0) = C'(A=+1),

d’ott on trouve: K = m/(2h) et zg = 0. On se rameéne a la résolution du probleme AY ) = 0,

avec .
2) _ J Osi |z >1,
Vo, 0) { —9si x| <1
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B Y® =0 A
y=2h
yo -_&
2
X% =0 X¥=0
y=h y=h
y®»__&
2
= y=0
y=0 C D
Y® =0 Y® =0

Figure 1.15 : domaine d’intégration et prolongation par symétrie.

On a vu au § 1.2.1 comment résoudre ce probléme. La fonction Z(z) = Y®) 41X égtant
harmonique, on a:
-1
z=_Ynpl—-
™ w1

dont la partie réelle est :

o mh
sin 22
Y@ (a, b) = — 9 arctan — 2h_
T sinh o
et la partie imaginaire:
12 ma 2 mb
') (a, b) = g I 5111}21 ?h + Cos2 i
: s : m™a
T sin® g + sinh o

1.3.3 Equilibre d’un fluide plan incompressible newtonien

Nous espérons ici des problémes rencontrés en élasticité plane pour les fonctions biharmo-
niques ®. Une introduction peut étre trouvée dans 'ouvrage de Mei (1995). La formulation d’Airy
a été utilisée également en mécanique des fluides par Garabedian (1966), van Vroonhoven &
Kuijpers (1990), et Gramberg et al. (2004).

Equations du mouvement

Considérons un écoulement plan (bidimensionnel) trés lent. Les termes inertiels peuvent
étre négligés dans I'approximation de trés petits nombres de Reynolds Re — 0, c’est-a-dire des
écoulements de Stokes, hypothése que l'on va faire par la suite. Les équations du mouvement
sont composées de ’équation de quantité de mouvement :

Oou Ov
—+—=0 1.11
et de I’équation de quantité de mouvement :
du
— =V 1.12
ra =V (1.12)

6. Une fonction biharmonique est une fonction f vérifiant AAf =0

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



Chapitre 1. Fonctions & variable complexe 25

avec o le tenseur des contraintes totales: o = —p,1 4 2ud oil p, désigne la pression généralisée.
En prenant le rotationnel de cette équation, on obtient 1’équation de la vorticité (Rhyming, 2004,
p. 200) :

d

d—c; = (w-V)u+rvViw, (1.13)
avec v la viscosité dynamique. Pour un écoulement plan, on a: w = —A et I’équation de
vorticité devient : 3 Y

——A —— — —— | AY =vAA
i <8y8x 8m8y> Y =vasy,

qui peut s’écrire sous la forme condensée en introduisant la notation du jacobien :

9 (A, )

——A ———= =vAAY.
ot Ty TN

Conditions aux limites

Il y a deux types de conditions aux limites:

— le long d’une paroi, la condition d’adhérence impose que la vitesse soit nulle, soit si n
désigne la normale & la paroi:
oy

on

— le long d’une surface libre, si on néglige les effets de tension superficielle et si le fluide

environnant est dynamiquement inactif (faible viscosité¢), alors on a o - n — pn = 0, soit
sous forme matricielle :

0,

u Yy (Vzz + Pyy)/2
(Vaz + Yyy) /2 Yy

en se servant de la relation:

n=pn,

R _ P Pu P

4822 022 oy? Zf)xay’

ce qui permet de mettre ’équation matricielle sous une forme complexe s’écrit :
dip),.s + ps = 0,

ol s est le vecteur unitaire tangent & la surface libre. De plus en régime permanent, la
surface livre est une ligne de courant donc on a vy = cst.

Solutions générales

Lorsqu’on s’intéresse & un écoulement permanent de Stokes, le membre de gauche est nul,
d’ou l'on tire que: AAY = 0. En se placant dans le plan complexe C avec z = x 4 1y, on tire:

ot
022072

dont l'intégration est triviale. Il existe donc deux fonctions f et g telles que:

ALY =0 = 16

=0,

Y =2R[z2f(2) +9(2)] = Z2f +2f + 9+ 7,

qui est la forme générale des équations.
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En examinant les équations du mouvement (1.12), on trouve que:

op 0Ny
ax_ﬂﬁy’
W o
oy Hor

d’ot I'on conclut que la fonction p 4+ 1u/\Y est analytique de la variable z = x 4 1y puisque les
conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées. Cela implique aussi que la fonction Ay —ap/p est
également une fonction analytique, donc les parties réelle et imaginaire vérifient ’équation de
Laplace. Si v vérifie ¢p = 2R[Zf(2) 4+ g(z)], on déduit que Ay = 8R'[f(z)] On en déduit que la
pression est donnée par :

p = =l = =8uuS[f'(2)] = du(f' — f).

La condition aux limites a la surface libre s’écrit donc:

"+ g")s +5(F — ) = 0.
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Chapitre

Portrait de phase

2.1 Généralités

Un certain nombre d’équations non linéaires du premier ordre ainsi que des équations auto-
nomes du second ordre peuvent se mettre sous la forme suivante :

dy _ f(z, )
dz  g(z,y)

, (2.1)

avec f et g deux fonctions pouvant s’annuler. Les points qui sont & la fois des zéros de f et
de g constituent des points singuliers' puisque la différentielle dy/dz est a priori indéterminée
en ces points. Le comportement des courbes solutions dépendent fortement de la structure des
courbes f(z, y) = 0 et g(x, y) = 0 autour de ces points critiques, c’est-a-dire de la multiplicité
des courbes critiques générées par les équations f(z, y) = 0 et g(x, y) = 0 ainsi que par le signe
de f/g dans les différents domaines délimités par ces courbes critiques.

Le cas le plus simple est rencontré lorsque, prés de la singularité, il est possible de linéariser
Péquation (2.1). On peut alors écrire: f(z, y) = ax + by + o(z, y) et g(x, y) = cx +dy + o(x, y).
Considérons le cas ot ad — be # 0 et ou ces coefficients ne sont pas tous identiquement nuls. 11 y
a deux courbes critiques dans le voisinage de la singularité:

e y = —ax/b ou les courbes admettent une tangente horizontale ;

e y = —cx/d ou les courbes admettent une tangente verticale.

En introduisant un parameétre ¢, on peut mettre 'équation (2.1) sous la forme matricielle :

d c d
au—M-u,avec M—[a b}' (2.2)

On recherche une solution sous la forme v = vyexp(At), avec vq le vecteur correspondant aux
conditions initiales (en ¢t = 0). Il s’ensuit que A doit étre une valeur propre de la matrice M et
Vo un vecteur propre associé; A est solution de I'équation du second degré A\? — 2hA + k = 0,
avec 2h = b+ c et k = det M = —ad + be, soit encore :

A=h++Vh?—k.

1. On les appelle encore des points critiques ou bien des points d’équilibre.
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Les directions principales associées sont: b — ¢ F /(b — ¢)? + 4ad. Selon la valeur prise par A,
différents comportements sont possibles:

~siA=h?—k>0etk >0,les deux valeurs propres sont réelles et du méme signe.
Admettons que h > 0, les deux valeurs propres sont donc positives, ce qui veut que les
deux solutions du systéme (2.2) tendent vers 0 quand ¢ — —oo (resp., quand h < 0, les
solutions tendent vers 0 quand t — 4+00). Donc, si chaque condition initiale est choisie sur
I'un des axes principaux, chacune des solutions tend vers le point origine; la solution est
alors un segment de droite de pente égale a I'une des directions principales. Que se passe-
t-il si la condition initiale ne se trouve pas sur ['une des directions principales ? Admettons
qu’une courbe solution tende vers le point origine, alors la limite de dy/dz en 0 dans
Iéquation (2.1) n’est pas définie; par application de la régle de L’Hopital (voir ci-dessous),
la pente de la courbe solution doit vérifier en 0:

a+bm
c+dm’

c’est-a-dire m = b—c++/(b — ¢)? + 4ad et m coincide avec I'une des directions principales.
Compte tenu du signe de dy/dx autour de l'origine, une seule de ces solutions est possible :
les courbes arrivent au point origine en suivant une courbe asymptotique d’équation y =
max. On dit que la singularité est un neeud ; la figure 2.1 montre un exemple.

- 81 A > 0et k> 0, les deux valeurs propres sont réelles et de signe opposé. Les deux
solutions du systéme (2.2) se comportent difféeremment quand ¢ — oco: 'une tend vers la
singularité tandis que 'autre tend vers 'infini. Il y a donc toujours deux courbes passant par
la singularité et qui coincident avec les directions principales. Si maintenant le point initial
(condition initiale de I’équation différentielle) n’est pas sur I'une des directions principales,
alors il n’est pas possible de trouver une courbe solution menant de ce point & la singularité
compte tenu du signe de dy/dx autour de la singularité. Les trajectoires divergent autour
de la singularité, on parle de point selle ; la figure 2.2 montre un exemple.

- s1 A =0, la singularité est encore un nceud.

— 81 A < 0, les deux valeurs propres sont imaginaires. Les courbes solutions tendent vers
la singularité sans tendre vers une courbe asymptotique mais en s’enroulant comme une
spirale. On parle de point focal ; la figure 2.3 montre un exemple.

& Exemple. — Pour la résolution de I’équation différentielle :

dy x+2y
de  2z+y’

on trouve qu’il y a deux valeurs propres positives 3 et 1 associées aux directions principales 1 et
—1 respectivement. Il s’agit d’un noeud.

& Exemple. — Pour la résolution de I’équation différentielle :

%_23:4—2/
de  x+2y’

on trouve qu’il y a deux valeurs propres positives 3 et —1 associées aux directions principales 1
et —1 respectivement. Il s’agit d’une selle.
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Figure 2.1 : exemple de nceud.
Les courbes a trait continu fin
sont des solutions de 1’équa-
tion différentielle ci-dessus; les
courbes bleues a petit tiret sont
les courbes singuliéres tandis
que les courbes rouges indiquent
les directions principales.

Figure 2.2 : exemple de selle.
Les courbes & trait continu fin
sont des solutions de 1’équa-
tion différentielle ci-dessus; les
courbes bleues a petit tiret sont
les courbes singuliéres tandis
que les courbes rouges indiquent
les directions principales.

Figure 2.3 exemple de
point focal. Les courbes & trait
continu fin sont des solutions
de V’équation différentielle ci-
dessus ; les courbes bleues a pe-
tit tiret sont les courbes singu-
liéres.
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& Exemple. — Pour la résolution de ’équation différentielle :

dy 2z+y
de  z—y

)

on trouve qu’il y a deux valeurs propres positives (3 & 21/3)/2. Il s’agit d’un point focal.

/00
/
— / +
/4 -0
=
/’/
- /4
+, -
a b

0 .
+ //_73:- ' +
/ Joo
el P o _ o

[ p——

Figure 2.4 : typologie des points singuliers dans le cas ou les courbes critiques sont au nombre de deux. D’aprés
(Jones, 1953).

2.2 Typologie des points singuliers

La discussion précédente peut se généraliser & des formes d’équations différentielles plus
complexes que le systéme linéaire (2.2). On retiendra qu’il y a trois types de comportement
possibles:

— le neeud ou les courbes solutions (une infinité) se dirigent vers le point singulier, en général
en suivant une courbe asymptotique qui peut se déduire de I’équation différentielle ;

— la selle ou les courbes solutions divergent a ’approche du point singulier, & ’exception
d’une seule qui est capable de le traverser ;

— le point focal ou les courbes s’enroulent comme des spirales ou bien bouclent en orbite
fermée autour du point singulier.

Dans le cas général, le comportement des fonctions est une combinaison de ces trois formes
élémentaires, plus moins complexe selon le nombre de courbes critiques f = 0 et ¢ = 0. La
figure 2.4 rappelle les comportements possibles lorsqu’il y a deux courbes critiques. La figure 2.5
montre les combinaisons possibles lorsqu’ il y a trois courbes critiques (deux correspondant a
f =0 et une seule & g = 0). La figure 2.6 montre les combinaisons possibles lorsqu’il y a quatre
courbes critiques, dont deux coincidant avec les axes de coordonnées.
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]

Figure 2.5 : typologie des points singuliers dans le cas ot les courbes critiques sont au nombre de trois. D’aprés
(Jones, 1953).

Figure 2.6 : typologie des points singuliers dans le cas ot les courbes critiques sont au nombre de quatre. D’aprés
(Jones, 1953).

2.3 Détermination de la courbe asymptotique

Lorsque la singularité est un nceud, il existe une courbe asymptotique vers laquelle les courbes
passant par la singularité tendent ; de méme lorsque la singularité est une selle, il y a une (seule)
courbe solution qui aboutit a la singularité. Cette courbe exceptionnelle est appelée séparatrice
car elle sépare également deux régions de ’espace, chacune caractérisée par un comportement
propre prés du point singulier. On peut employer plusieurs méthodes pour déterminer I’équation
de cette courbe.

2.3.1 Détermination numérique

En appliquant la régle de I’Hépital, on peut obtenir la courbe asymptotique vers laquelle
convergent les courbes solutions se dirigeant vers un point nceud ou bien la courbe unique tra-
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versant une selle. En effet écrivons:
F(z) = f(z, y(x)) et G(z)=g(z, y(z)).
En faisant un développement limité au premier ordre autour d’un point singulier x4, on a:

sz‘Fw;Fs‘f"" B FS+%F’S+...
2G5+ 2G4 G+ G+

i s+ =

ol s = 9(xs) et §js = §j(xs). Le calcul de Fj se fait a partir des dérivées composées :

: 8f af
F= 8:5 8y

P oF n oF n OF
“or Ve, Ty
On fait de méme avec G. On souhaite calculer le développement limité de la courbe asymptotique
au point singulier, soit une équation de la forme y = ys + m(z — x5) + p(z — z5)?/2, avec
m = 15 = y(xs) et p = ijs = ij(xs). A Pordre 0, on a a résoudre I’équation du second ordre:

— M’ (2.3)
gx + m gy
pour trouver m. Une fois m connu, on déduit p solution de I’équation :
F, = mG + 2pG. (2.4)

& Exemple. — Considérons I’équation différentielle

dy x4+ 3zy+3(1 —y)y
doz 3x(2x +3y)

dont on veut connaitre le comportement des solutions prés de 'origine (point singulier). On

trouve que: . '
F(0)=143m et G(0)=0,

donc la solution de I’équation (2.3) est m = —1/3. Poussons a 'ordre 1.
. 8 3
F(0) = —3P et G(0) =6,

donc la solution de I’équation (2.4) est p = 2/9. La courbe asymptotique a pour équation :
1 ] 2 n
=——z|(l—zx+--- ).
Y=73 3

2.3.2 Détermination analytique

La séparatrice est une courbe solution de I’équation différentielle (2.1) pour tous les groupes
de Lie admis par cette méme équation. Une courbe d’équation implicite ¢(z, y) = 0 est invariante
pour un groupe de Lie X = £0; + 70, si X¢ = 0. Or de la condition

X¢=280:0+n9y¢ =0
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Figure 2.7 : raccord des courbes solutions vers la courbe asymptotique.

on tire que ¢ est également la solution de ’équation différentielle du premier ordre

, 0z, y)
V' =ty

L’équation de la séparatrice est donc donnée par I’équation algébrique obtenue en substituant v’
par n/€ dans (2.1) (Dressler, 1983; Bluman, 1990) :

Pour trouver ’équation de la séparatrice, il faut donc trouver tous les groupes laissant invariant
Péquation (2.1). Au chapitre 5, on présente ces méthodes.

& Exemple. — Considérons I’équation

qui est invariant par le groupe de transformation z; = Az et y; = VAy, dont le générateur
infinitésimal s’écrit X = 220, + yd,. On a donc { = 2z et n = y. L'équation de la séparatrice
s’écrit donc

y _yle—y°)
2x x2

soit encore

2.4 Cas des points singuliers situés & I’infini

Dans bien des cas, on f(z, y) — oo et g(z, y) — oo, ce qui implique que le comportement
de dy/dx est indéfini vers I'infini. Une maniére de lever cette indétermination est de faire des
hypotheéses sur la prédominance des termes, c’est-a-dire y < x, y ~ x, ou y > x, puis d’intégrer
I’équation différentielle, enfin de vérifier si I'hypothése est cohérente a posteriori ou non. Dans
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certains cas, des points singuliers rejetés a 'infini peuvent représenter en fait un seul et méme
point ; un changement de variable permet en général de montrer cela (Lacey et al., 1982). Par
exemple, en posant le changement de variable suivant

T et y1 =

T 2212 T2 12

puis en analysant le comportement en (0, 0) dans le plan (z1, y1), on peut déterminer le com-
portement d’un point a l'infini (notons que cela correspond a faire le changement z; = 1/z avec
z=x+1y).

& Exemple. — On consideére I’équation différentielle

dy  3y(z —2y)

dz (1-3z)y—z—a?

pour laquelle on suppose quand x — 0o et y — 00

~ gy < x, alors on trouve 9 o 3y/z, soit y o< 3, I’hypothése n’est pas cohérente
— y ~ x, on pose y x mz, alors on trouve m = 4/3, 'hypothése est cohérente ;

— y > x, alors §/y o 2y/x), soit y o 2. L’hypothése est donc cohérente.

Pour le premier quadrant (z, y) > 0, x — 0o et y — oo, il y a donc deux points singuliers a
I'infini correspondant & deux courbes asymptotiques y = 4x/3 et y = z2. Pour le second quadrant
r — —o0 et y — 00, il y a un seul point singulier correspondant a la courbe y = 22, identique
donc & la courbe asymptotique trouvée précédemment. Il s’agit en fait du méme point et, en
pratique, cela veut dire qu’il y ait possible qu’une trajectoire s’échappe du premier quadrant le
long de la courbe y = 22 pour revenir par le second le long de la méme courbe. Pour le montrer
on peut faire le changement de variable

2

z
Uu=—etv=—,
Z Yy

de telle sorte que les deux points singuliers du premier probléme se transforment en un seul point
A(0, 1). On en déduit alors:
dv v (2=(B+2u) v)

du  34u (—14+v)+uv

le point A n’est pas un point singulier de cette équation ; donc, par A et pour les points dans le
proche voisinage de A, il ne passe qu’une seule courbe.

2.5 Cas des points singuliers avec tangente horizontale /verticale

On peut trouver des équations différentielles avec des points singuliers admettant m = 0 ou
m = +oo et, dans ce cas, le comportement se déduit par approximation et intégration de la
solution (argument de type dominant balance).

& Exemple. — Considérons par exemple I’équation différentielle :

%_ 8 — 3x

dr  z(4—2)— 2% (25)
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pour laquelle on note que le dénominateur s’annule pour A_ (2 —v/2, 0) et A, (24 /2, 0), qui
sont donc deux points singuliers (nceud). Le numérateur s’annule en Ag (8/3, 0), qui correspond
donc & un extremum de la courbe solution. On a le comportement suivant de la solution:

numeérateur +
dénominateur — |
|

fonction -

Le comportement autour des noeuds est donné par:
— pour A_, on a:

~

dx T —TA

avec z4- = 2—V2etn = (8 —3wa_)/(var — x4 ) = 3/2+1/v2 =~ 2,20 > 1. Par
intégration, on tire: y = ¢(x — x4-)", avec ¢ une constante d’intégration, donc au point
A_, la courbe admet une tangente horizontale.

dy _ Yy
-— n

— pour A4, on a:
dy ¥
A —
dx T — XAt
avec n’ = (3z44 — 8)/(way —x4_) = —3/2+1//2 0,79 < 1. Par intégration, on tire:
y = c|lz sy — x|, donc au point A, la courbe admet une tangente verticale.

Notons que dans le cas présent, il existe une solution analytique de la forme:
r—2
v2 |
Le résultat (intégration numérique) est reporté sur la figure suivante. On note que la tangente

verticale pour le point A, n’est pas trés apparente car ’épaisseur de la divergence de la dérivée
est trés faible. O

y(z) = ¢|2 — az + 22)3/% exp |—V/2 arctanh

X

Figure 2.8 : solution de I'équation différentielle (2.5).
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& Exemple. — Considérons ’équations

dy _ 6y(2y — =)
dr  2¢2+6yx +x

Elle est singuliére au point O et A de coordonnées (0, —1/2). En O, on trouve que m = 0. Pour
trouver la courbe asymptotique, on cherche a approcher la solution. On suppose par x < y pour

y — 0. Cela donne donc
dy  6y(2y—=z) 12y

dr ~ 2¢2+6yz+2 =

)

dont l'intégrale premiére est une famille de courbes

1
z = Kexp <—> ,
12y

avec K une constante d’intégration.
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Chapitre

Les équations aux dérivées partielles du
premier ordre

On rappelle quelques-uns des éléments de base du calcul différentiel qui peuvent étre utiles
pour la compréhension de la suite. On n’aborde pas en revanche les problémes relatifs & la
définition et au traitement des équations différentielles.

3.1 Equations linéaires

On s’intéresse a des équations de la forme ¢(z, y,u, u) = 0 qui sont linéaires par rapport a
l'opérateur différentiel. Autrement dit, elles peuvent se mettre sous la forme:

P(z, y,u)0,u+ Q(z, y,u)0yu = R(x, y,u). (3.1)

La solution implicite d’une telle équation peut s’écrire ¥ (x, y, u(z, y)) = ¢ (avec ¢ une constante).
On a donc:

39:?,0(96, Y, U(ma y)) =0 = Yz + Yyuy,
ayq/)(% Y, U(CL‘, y)) =0= 7/’3/ + %uy.
Soit encore: uy = —1y /1y et uy = —1b, /1b,. On obtient donc une expression plus symétrique:

wa'i‘wa'i‘RT/)u:Oa

qui peut encore se mettre sous une forme vectorielle plus facile a interpréter :

Cela veut dire qu’au point M considéré la normale de la courbe solution doit étre normale au
champ vectoriel (P, @, R). Si le point O: (z, y,u) et le point voisin O’: (z + dz, y + dy, u + du)
appartiennent a la surface solution, alors le vecteur 00’ : (dz,dy,du) doit étre normal a (P,Q,R):
Yrpdx + Yydy + Pydu = 0. Comme cela doit étre vrai pour tout incrément dx, dy, et du, on en
tire les équations caractéristiques :

dx dy du
P— — 3-3
Plo.ga) Qo grw) ~ Re, o) (33
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Chaque paire d’équations définit une courbe dans 'espace (x, y,u) . Ces courbes définissent une
famille & deux paramétres (il y a 3 équations, donc 3 invariants mais seuls 2 sont indépendants) :
par exemple, si p est une intégrale premiére de la premiére paire d’équations, une courbe solution
de la premiére paire est donnée par une équation de la forme: p(z, y, u) = a, avec a une constante.
De méme pour la deuxiéme paire: q(z, y,u) = b. La relation fonctionnelle F(a,b) = 0 définit la
surface solution.

A noter que toutes les solutions ne se mettent pas nécessairement sous la forme F(a,b) = 0.
C’est le cas, notamment, des solutions singuliéres des équations différentielles.

3.2 Equations non linéaires

3.2.1 Généralités

Nous nous intéressons a des équations faisant intervenir z(x, y) et ses dérivées qu’on note p =
Ozz et ¢ = Oyz. On veut résoudre des équations non linéaires de la forme générale (Garabedian,
1964, voir pp. 24-31):

F(z,y, z,p, q) =0. (3.4)

On sait résoudre des systémes d’équations non linéaires :

F(z,y, z,p,q) =0,
G(z,y, 2z, p, q) = 0.

Admettons qu’on sache résoudre ce systéme et qu’on détermine p et ¢, on a alors: p = ¢(x, y,z)
et ¢ = ¥(z, y,2). On se ramene alors a résoudre I'équation différentielle totale:

dz = ¢(z, y,2)dz + P(z, y,2)dy. (3.5)

Cela n’est possible que si la condition de compatibilité est vérifice: ¢, = 1p,. L’idée est ensuite

de considérer p = ¢(z, y,z) comme une équation différentielle (ordinaire) en z(x) o y est un
paramétre. En Uintégrant, on obtient la relation z(z) & une constante prés (fonction de y). On
reporte ensuite cette solution dans g = ¥(z, y,2).

D’un point de vue géométrique, considérons la surface solution z(x, y) en un point M:
(20,Y0,20). Toutes les surfaces solutions ont une normale en ce point de la forme (p,q, — 1). Ces
normales constituent une famille & un parameétre (p et g constituent une famille & un parameétre
puisque p et ¢ sont reliées par F(zx, y,z,p,q) = 0); les normales au point M décrivent donc un
cone. Donc, a priori, & tout point M de I’espace, on peut associer un cone tel que les surfaces
solutions au point M soient tangentes au cone.

3.2.2 Meéthodes de Charpit

Pour intégrer une équation aux dérivées partielles, il faut obtenir une intégrale compléte
(solution particuliére) (Ames, 1965; Zwillinger, 1992). Il existe une méthode qui permet en théorie
d’arriver & obtenir une telle intégrale. A 1’équation 3.4, associons une seconde équation de la
forme:

G(z, y,2.0,q) = A, (3.6)

qui dépend de A. On cherche & déterminer G de telle sorte que les deux équations soient com-
patibles. Les solutions communes dépendent d'un paramétre p et il s’ensuit que la solution de
I’équation 3.4 dépend de fait des paramétres A et u.
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Ecrivons les dérivées de F et G par rapport a =, y et z et cherchons a déterminer les dérivées
de petq:

(FpGq — FyGp)Oyp = (FyGy — FyGy),
(F,Gq — FyGp)0rq = (FrGp — FGy),
(FpGq — FyGp)Osp = (FyG . — F.G),
(F,Gq — F,Gp)0.q = (F.G)p — F,G.,),

or pour que p et ¢ soient des dérivées de z(x, y), il faut que la condition de compatibilité soit
vérifiée, soit :

Oyp(z, y,2) = Ozq(z, y,2),
soit :

Oyp + q0:p = 0zq + p0:q.

On aboutit alors & I’équation aux dérivées partielles linéaire :
F,0,G + F,0,G + (pF, + ¢F,)0,G — (Fy + pF.)0,G — (F, + ¢F,)9,G = 0.
Les équations caractéristiques correspondantes sont :
dz dy dz —dp —dg
F, F, pF,+qF, F,+pF. F,+qF,

Toute intégrale premiére de ce systéme contenant p ou ¢ fournit une fonction G (il n’est pas
nécessaire de connaitre toutes les intégrales premiéres; en revanche il faut chercher la plus com-
mode).

& Exemple. — Considérons I'équation :

02\ (02N _
ox oy -

Soit encore F(x, y,2,p,q) = p? + ¢®> — a? = 0. Le systéme caractéristique est :

dz. dy dz —dp —dgq

2 2 a0 0’
dont les intégrales premiéres sont: p = ¢, ¢ = co, x/p — y/q = c3, et 2/a®> — x/p = ¢y.

Il suffit d’en considérer une: par exemple, p = c;. Cela implique: ¢> = a? — ¢2. On obtient :
z(x, y) = 1z + M(y), que Uon reporte dans la deuxiéme équation : X%(y) = a® — 2. Soit:
M (y) = Va? — cfy + Aa. Dot finalement : 2(z, y) = c1x + y/a? — Gy + Aa.

Si on avait pris pz/a?—2z = ¢, on aurait : pz = a?(c+2x), soit encore aprés deux intégrations :
Px,y) =[x —p)? +(y—N?]. O
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Chapitre

Equations différentielles linéaires du second
ordre

Le probléme de la classification des équations linéaires du second ordre a été traité de facon
exhaustive dans plusieurs ouvrages (Garabedian, 1964; Zauderer, 1983; Kevorkian, 2000). On va
ici ’intéresser principalement & des équations du second ordre & deux variables et & des systémes
de deux équations différentielles du premier ordre.

4.1 Classification des équations 4 deux variables

La forme générique de toute équation différentielle linéaire du second ordre est la suivante
AUzz + 2bUgy + Cuyy + dug + euy + fu = g, (4.1)

avec a, b, ¢, d, e, f, et g des fonctions réelles de x et y. On écrit également cette équation sous
la forme d’un opérateur linéaire

Llu] + fu=g, (4.2)

avec
L = a0y + 2002y + cOy2 + dO; + €0

Parmi les équations linéaires du second ordre, on recense

— U'équation de Laplace avec a = ¢ =1 et les autres fonctions nulles

U + Uyy = 0 (4.3)

— U'équation de la chaleur (la variable y étant remplacée ici par la variable t) avec k = —a/e =
cte le coefficient de diffusion

U = klgy ; (4.4)

— U'équation des ondes (la variable y étant remplacée ici par la variable t) avec v = y/—a/e =
cte la célérité des ondes
Ut = 72uzx‘ (45)

En supposant que a # 0 (au moins localement), on transforme les opérateurs d’ordre 2 de la
fagon suivante

2b
92+ ;8:cay + 285 = (0p —w"0y)(0z —w ™ 0y) + (Oow™ —w ' Iyw )9,
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oll w™ et wT sont les racines de I’équation aw? + 2bw + ¢ = 0

L b+ Vb2 —ac
wr=—

a

Les racines sont donc réelles sous réserve que A = b —ac > 0. Une premiére application de cette
transformation est le passage d'une équation différentielle d’ordre 2 & un systéme d’équations
différentielles d’ordre 1. Pour cela, posons par exemple

v = (0y —wtdy)u,
ce qui permet d’écrire I’équation (4.1) sous la forme
a (vx —w vy + (Opw™ — w+8yw_)uy) + duy + euy + fu=g.

L’intérét de cette transformation est évident quand on peut transformer ’équation de départ
en deux équations du premier ordre indépendantes ou faiblement dépendantes. Par exemple,
I'équation des ondes (4.5) peut se transformer en

Ug — YUy =,
vt + yu, = 0.

Quoique le systéme soit couplé, on peut résoudre la seconde équation indépendamment, puis
résoudre la premiére équation. Dans le cas général, la transformation n’améne pas de résultat
qui puisse étre utilisé de facon systématique et on n’en parlera donc pas plus longtemps.

On classifie les équations linéaires selon le signe de A:

— si A =b>—ac > 0, les deux racines w™ et w™T sont positives, on dit que ’équation (4.1) est
hyperbolique. Léquation des ondes (4.5) en est un exemple. En mécanique des fluides, les
équations de transport sont souvent hyperboliques. La forme canonique de ces équations
est

Uy — Uyy + - -+ = 0 ou bien uzy +--- =0,
ol les points de suspension représentent ici des termes liés & u ou des dérivées d’ordre 1;

— si A =b? —ac <0, les deux racines w™~ et w sont complexes, on dit que Iéquation (4.1)
est elliptique. L’équation de Laplace (4.3) en donne un exemple. Les équations traduisant
un équilibre sont le plus souvent de nature elliptique. La forme canonique de ces équations
est

Uy + Uyy + - =0

—si A = b —ac =0, w et w' sont égales, on dit que 1’équation (4.1) est parabolique.
[’équation de la chaleur (4.4) en offre un exemple. Les équations de diffusion sont souvent
paraboliques. La forme canonique de ces équations est

Uyy + -+ = 0.

Les formes canoniques vues ci-dessus peuvent étre déduites de l'équation (4.1) en faisant un
changement de variables de la forme

§=&(z,y),
n=n(z,y),
en supposant que le jacobien de la transformation est non nul

Jza(&??)_ §x &y

8(1’, y) Nz 77y

= ézny - fgﬂ]m-
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On a alors

Uy = Ugfx + UnNz,
Uy = ugky + uyny,

Ugx = ufgm:c + UpNzx + us{fg% + urmng?; + 2u£n§w77x7

et ainsi de suite avec les ordres supérieures des dérivées partielles. On peut alors transformer
Péquation (4.1) en
Augy + 2Bugy + Buyy + Dug + Euy + Fu = G, (4.6)

avec

A= afl + €] + 2086,

B = a&eny + c&yny + b(&any + Eyna ),
C = cmg + 6772 + 2611y,

D = L(§),

E = L(n),

alors que F' = f et G = g restent inchangées. Notons que I'on a aussi A = b>—ac = (B?>—AC)/J,
ce qui montre que la nature d'une équation différentielle (elliptique, parabolique, hyperbolique)
ne peut pas étre modifiée lors d’un changement de variables. Comme on est libre du changement
de variable, on cherche des jeux de fonctions {(z,y) et n(x,y) telles que les fonctions A, B, ou
C puissent devenir identiquement nulles. Par exemple, en choisissant £ et 1 comme étant les
solutions de av? + 2bv,vy + cvg =0, on impose que A = C' = 0 et on se raméne alors & la forme
générique ug, +--- = 0.
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4.2 Equations elliptiques

4.2.1 Formule de Green

Sous certaines conditions de comportement d’un champ continu f, le théoréme de Gauss nous

dit que
/V~de:/ f - ndS,
\%4 oV

avec V un volume de controle et n la normale orientée de sa surface V. La formule de Green
s’obtient en appliquant ce théoréme & f = v - Vu, avec u et v deux fonctions scalaires continus
et admettant des dérivées continues d’ordre 2. Puisqu’on a

V- -f =Vu-Vv+vAu,

et en introduisant la notation abrégée pour la dérivée directionnelle

% =Vu-n,
on obtient 5
/(vu.WHAU)dV :/ velds.
% oy an

En intervertissant w et v, puis en prenant la différence, on déduit la formule de Green, qui fait
jouer un role symétrique aux fonctions u et v

ov ou
/V(uAv —vAu)dV = /BV <u8n — v(?n) ds. (4.7)

Cette équation est valable en dimension 2 ou 3. En dimension 2, on 1’écrit sous la forme suivante
(appelée lemme de Green)

L(gﬁg-gj) dulcdy—/CPda:—i—/CQdy7 (4.8)

en coordonnées cartésiennes ot S est une surface de contour C, P et @ sont deux fonctions de
x et y. Les deux intégrales dans le membre de droit sont des intégrales curvilignes le long du
contour C. Ce lemme est directement obtenu en écrivant la relation de Green (4.7)

et en identifiant P = vu, — uvy et Q = uvy — vu,.
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4.3 Equations hyperboliques

Nous commengons par rechercher £(z,y) et n(x,y) solutions de av? + 2bv,v, + cvg =0de
telle sorte que A = C = 0 . Il s’agit d’'une équation aux dérivées partielles non linéaire du
premier ordre, qui peut se résoudre a ’aide de ’équation caractéristique (voir § 3.2). L’équation
av2 + 2bv, vy + cvz = 0 peut se mettre sous la forme

H(z,y,v,p,q) = ap’ + 2bpq + ¢¢* = 0, (4.9)
avec les notations usuelles p = v, et ¢ = vy. Une des équations caractéristiques est

dv

ds = ———,
pHp + Hy

qui ici nous donne dv/ds = 0, avec s une abscisse curviligne le long d’une courbe C telle que
de/ds = Hy et dy/ds = H, (voir § 3.2). On a donc v = cte le long de C. On a a donc

vgdz + v,dy = pdx 4 ¢gdy = 0, (4.10)
le long de cette courbe. En éliminant p et ¢ des équations (4.10) et (4.10), on tire que
ady? + 2bdzdy + cdz? = 0.

Cette équation quadratique a donc pour solution

dy bEVb2—ac

= (4.11)

dx a
Les intégrales premiéres de cette équation forment donc les fonctions &(z, y) et n(x, y) recherchées.
Les courbes du plan &(z,y) = cte et n(z,y) = cte sont appelées les courbes caractéristiques de
Péquation (4.1). Dans un plan £ — 7, ces courbes sont des lignes droites paralléles aux axes. Les

variables & et n sont également appelées les coordonnées caractéristiques.

n = cte
& = cte

Figure 4.1 : réseau de caractéristiques.

4.3.1 Equation des ondes
Considérons ’équation des ondes sous la forme simplifiée
2
Utt = C Ugg,
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dont les équations caractéristiques sont d’apreés I’équation (4.11)

dz

— = =*c

dt ’
c’est-a-dire le jeu de droites (orthogonales deux & deux) £ = x + ¢t = cte et n = x — ct = cte.
Dans le nouveau repére, I’équation des ondes devient

uin = O,

dont la solution générale est de la forme

u(z,t) = a(§) + B(n) = alr +ct) + flz - ct),

avec « et B deux fonctions quelconques. Cette forme est connue sous le nom de solution d’Alem-
bert.

4.3.2 Probléme de Cauchy

Le probléme de Cauchy pour une équation hyperbolique est constitué d’une équation, dont
la forme canonique est

Uzy = f(2, Y, U, Uas uy), (4.12)

ou f est une fonction qui dépend contintiment de ses arguments x, y, u, p = U, et ¢ = u,. On
adjoint une condition aux limites de la forme

u:u0(8)7p2p0(5)7 QZQO(S)a (4'13)

le long d’une courbe C d’équation x = z(s) et y = y(s), o s est une coordonnée curviligne.
Notons que u(s), p(s), et g(s) ne peuvent étre choisies indépendamment, mais doivent vérifier

une condition de compatibilité
du dz dy
4 Pas e
le long de C. Cette courbe C est quelconque, mais ne peut pas coincider avec I'une des courbes
caractéristiques sous peine de perdre 'unicité de la solution (Garabedian, 1964, voir pp. 102—-
103) ; notons ici que puisque 1’équation est sous sa forme canonique, les courbes caractéristiques
sont les droites x = cste et y = cste. C ne doit pas non plus étre tangente a ces courbes. Autrement

dit, C a pour équation cartésienne y = yo(x), avec yo une fonction strictement monotone de x.

(4.14)

Considérons tout d’abord la solution spéciale a I’équation (4.12) lorsque f = 0. Trivialement,
on a

u=¢(z) +YP(y).

Les conditions aux limites imposent

$(x) +(y) = uo(z,y), ¢'(x) = po(x), et ¥'(y) = qo(y),

quand (x, y) décrivent la courbe C, ce qui donne

1 1 [Y 1 /Y
u(ey) = 5 (uola) +uolo)) + 5 [ pe)da 45 [ )y
zo(y) Yo ()

L’expression se généralise aisément dans le cas d’équation non homogéne de la forme
Ugy = g(x, y)
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Y P(zo(y), y)

Yo(z)

Figure 4.2 : probléme de Cauchy.

La linéarité de I’équation permet d’écrire la solution comme la somme d’une solution générale et
d’une solution particuliére, cette derniére étant obtenue par une double intégration de g

1 1 Y 1 Y y y
uey) = 5 (o) +uolw)) 45 [ peaa 5 [ opa [ [ gl ayar
x ) zo(y) Jzo(y)

o(y) Yo(z

que ’on peut écrire sous une forme générale

o) = 5 (olP) (@)~ 5 [ a6 ) + [ gt sayar
4.3.3 Fonction de Riemann
Nous examinons maintenant le probléme suivant
Uy + a(2, Y)te + (2, y)uy + c(z,y)u = f(z,y), (4.15)
avec les conditions aux limites suivantes
u = uo(s), p=po(s), ¢ = qo(s), (4.16)

sur une courbe C.
L’idée est d’interpréter 'opérateur
L = 0yy + a0, + b0, + c,

en termes de divergence, ce qui permet d’appliquer le théoréme de Green (4.8). A cet effet,
on introduit un nouvel opérateur M[v], que 'on appellera opérateur adjoint, opérant sur une
nouvelle fonction v, qui reste & préciser. Cet opérateur est défini de telle sorte que

vL{u] —uMv] =V -U=U,; +V,,

avec U = (U, V) un champ vectoriel qui reste a définir. Pour déterminer M, examinons les termes
de vL[u] que 'on intégre par partie

VlUgy = (Vg )y — Uyly = (VUg)y + Uyt — (Vyt),

vau,; = (uav), — u(av)y,

vbuy, = (vbu)y — u(bv)y,
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dont la somme est

vL[u] = (Vug)y + vy — (Vyu)e + (uav), — u(av), + (vbu)y — u(bv)y + cuv
= (Vug)y + (vbu)y — (Vyu)y + (uav)y + cvu + u (Vay — (av)z — (bv)y) .

Par identification, on trouve
Mv] = vgy — (av)y — (bv)y + cv,

et
U= —vyu+uav et V = vu, + vbu.

Afin de rendre symétriques les expressions de U et V, on les transforme légérement en notant
par exemple que pour U

1
§<_Uyu)x =3 (—(vu)y +uyv),
et de méme pour V
1 1
i(uwv)y D) ((vu)z — Umu)y )

et en sommant les deux expressions, on peut faire disparaitre les termes en (vu), et (vu)y. On
aboutit alors a

1 1 1 1
U=auv+ JVUy — 5 Uy et V =buv + FVUa ~ 5Val. (4.17)

L’application du théoréme de Green améne a

1 1 1 1
/ (vL[u] — uM|v])dzedy = / auv + —vuy — —vyu | dy — | buv + —vu, — zvpu | da.
D . 2 2 2 2

= o(M)u(M) — %U(P)U(P) - %v(Q)u(Q)

+/M(avvy)udy/M(bvvx)udwﬁL/QB[U»UL

Q P P

avec

1 1 1 1
Blu,v] = <auv + vy — 2vyu> dy — (buv + s — 2vxu> dz.
Comme on peut choisir librement la fonction v, on peut considérer une fonction v telle que

M| =0,9(M) = 1,vy = av, sur QM et v, = bv sur PM.

L’intégration de ces équations donne

o) =exp / alg s )

vlaan) = exp /5 s )

ou (&, n) designe les coordonnées de M. La fonction v ainsi formée est appelée fonction de
Riemann. On écrit

R(z,y; &n) = v(z,y),
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P(xp, yp)

Figure 4.3 : probléme de Cauchy.

pour montrer que la fonction de Riemann dépend tout a la fois du couple (z, y) et (£, n). Avec
cette fonction en main, on peut maintenant écrire la solution v(M) en fonction de données aux
frontiéres et de la fonction de Riemann

u(Em) = SRP; & mu(p) + SRQ: & n)u(Q) (1.18)

Q
—/ B[u,R(%y;5777)]+/Df($7y)R(w7y;f,n)dwdy-

P

& Exemple. — La fonction de Riemann v peut étre déterminée pour quelques problémes
(Garabedian, 1964, voir probléme 9, § 5.1, p 150). Par exemple, pour une équation différentielle
de la forme

Al
Uzy + o

le probléme adjoint est donc
Al

M[v] =0, avec M[v] = vgy — (av)y — (bv)y + cv, avec a = b = §x+y’

et ot ¢ = 0. En suivant Garabedian (1964), on pose

z+ ) .
YTt n()A/Q(i)JF H)WW(Q, avec ( = (

On trouve que W vérifie I’équation

=MW +4(1 = A+ 1OW(Q) +¢(1 = W () =0,

dont la solution est vy

W(C) =F |:2a 53 17<:| )
avec I la fonction hypergéométrique. On peut également se servir des propriétés de la fonction
hypergéométrique pour mettre sous une forme un peu différente cette fonction. On a en effet
(Abramowitz & Stegun, 1964, voir p. 559)

F(a,b,c,z) = (1—2)""F (c—a,b,c, 21)7
z_
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ce qui ici nous donne
33 13
F|l=-, =1z =(1 —z)_gF —7,7,1,L .
272 2°2 T z—-1
Une nouvelle transformation ameéne a interpréter cette fonction en termes de fonction de Legendre
(Abramowitz & Stegun, 1964, voir p. 562)

13 1
F L,z| =P|=,0,1-2z|.
EERSRFUINS

ou P désigne ici la fonction de Legendre de degré 1/2 et d’ordre 0. La solution finale est donc

_ @yl 2(a —z)(b~y)
)= G 30 e |

4.4 Solutions faibles des problémes hyperboliques

Contrairement aux équations elliptiques et paraboliques, les équations différentielles hyper-
boliques ne lissent pas les discontinuités qui apparaissent dans les conditions aux limites, mais
les propagent le long des caractéristiques. L’existence de discontinuité dans le domaine de calcul
entre en conflit avec les hypothéses de continuité et de dérivabilité sous-jacentes au probléme
différentiel, ce qui ameéne & s’interroger sur la notion de solution.

Il faut tout d’abord se rappeler que les équations différentielles étudiées concernent des pro-
blémes physiques et sont en général obtenues par application des lois de conservation sur un
volume de contréle: I’équation différentielle est obtenue & partir d’'une hypothése de continuité
sur tout le volume de controle. Si une telle hypothése n’est pas valide, il nous reste toujours la for-
mule macroscopique originelle. Cette formulation fournit en fait des conditions de correspondance
entre solutions continues de deux domaines adjacents. Une solution au probléme différentiel écrit
sous sa forme intégrale est appelée solution faible ; une solution continue est appelée en général
solution réguliére.

Considérons par exemple I’équation des ondes

avec L = Oy — c?0ypp. On considére un domaine de calcul D dans le plan x — ¢ et des fonctions
tests v & support compact et réguliéres, telles que v soient nulles en dehors de D (cela implique
notamment que v et ses dérivées sont nulles sur les frontiéres de D). Calculons maintenant

/ (vL[u] — uL[v])dxdt.
D
En se servant de

O (VOu — ud) = VIyu — udY + Oudyv — Judv,
= v@ttu — u@ttv,

on tire

/ (vL[u] — uLv))dadt = [ [0p(vOu — udpw) + Oy(—c*vpu + Fudyv)] dadt,
D

D
- —v0u + Audyv nd
o VO — uOp 5

7
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d’aprés le théoréme de la divergence et ot 0D représente le contour orienté de D et n une normale
a ce contour. Comme v et sa dérivée s’annulent sur le contour de D, on en déduit que l'intégrale
est nulle. On arrive finalement a

/D vL[u]dzdt = /D uLv]dzdt.

Si u est continiment différentiable et vérifie L{u] = 0, alors elle vérifie aussi
/ uL[v]dzdt = 0. (4.20)
D

Inversement toute fonction continue et deux fois différentiable qui vérifie cette relation intégrale
doit également vérifier L{u] = 0. On dit alors que u est une solution classique ou réguliére du
probléme différentiel L[f] = 0. Si une fonction n’est pas deux fois différentiable, mais vérifie la
relation intégrale (4.20), alors on dit qu'il s’agit d'une solution faible.

4.5 Conditions aux limites pour les problémes hyperboliques

On a vu que tout probléme hyperbolique peut se ramener aprés changement de variables a
une équation canonique de la forme

Uzt + a(x, t)ug + b(x, t)uy + c(z, t)u = f(z,t),

pour laquelle les droites paralléles aux axes x et ¢ constituent les courbes caractéristiques. On va
tout d’abord expliciter le probléme des conditions aux limites avec ’exemple de I’équation des
ondes.

4.5.1 Equation des ondes
Considérons 1’équation des ondes
Ut = Py,

qui peut se transformer en
Ugny = O,

avec £ = x+ct et n = x — ct, oll ¢ représente la vitesse caractéristique de propagation des ondes.
Si on intégre cette équation sur un domaine de calcul prédéfini D, dont le contour 9D est orienté
(dans le sens positif), on peut mettre en relief le role des conditions aux limites dans le calcul de
la solution. On fera ici un usage important du théoréme de la divergence (ou de fagon équivalente
de la formule de Green). En tout point du contour, la normale est notée n. Le théoréme de la
divergence nous permet de passer d’une formulation sur un volume (ce qui représente ’équation
a résoudre) a une formulation sur un contour (ce qui fait apparaitre les conditions aux limites)

0= / (g — gy )dzdt,
D
= / (@ut + 8x(—c2ux)) dzdt,
D

= / (Pug, — ut) - nds,
oD

:/ (updz 4 Pugdt),
oD
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car nds = (dt, —dz). On va voir que selon le type de conditions que ’on impose, il faut imposer
des contours différents ; les conditions imposées sur ce contour jouent également un réle différent,
ce qui vous nous amener a distinguer les frontiéres temporelles (sur un axe Ot) et les frontiéres
spatiales (sur un arc Ozx).

Considérons en premier lieu le probléme suivant : on cherche & résoudre ’équation des ondes,
avec la condition initiale suivante sur ’axe des z

u(x,0) = f(x) et u(x,0) = g(x).

t n
M (z, t)
XY s
o A
V)
&// // \\XO
/0 ’ \ \\O .
’ v e
v, NS \\
/7 \ \
» T N 5
A (z —ct, 0) B(x + ct, 0) N
, Bv . N
N
N
»
"\
AT

Figure 4.4 : le triangle des caractéristiques dans le plan physique « —¢ (& gauche) et dans le plan caractéristique
& —n (& droite).

On cherche a calculer la solution en un point M. On peut tracer deux caractéristiques émanant
des points A et B situés sur I’axe Ox. On considére alors le domaine triangulaire AMB. Calculons
tout d’abord l'intégrand wugdx + cu,dt sur la caractéristique BM d’équation x + ct = cste

/ (ugdx + CQU;,;dt) = / (—cuy + cqu)dt,
BM BM

or u; — cu, est la dérivée de u selon la caractéristique BM, donc uy — cu, = du/dt sur BM. On

a donc q
/ (updz + Pugdt) = / (—c)—udt = —/ cdu.
BM BM dt BM

On aboutit a

/ (updz + c2uxdt) = —/ cdu +/ cdu —I—/ wpder,
oD BM MA AB
x+ct

= —2cu(x,t) + cu(x + ct,0) + cu(x — ct,0) + / ut(x,0)dz,

r—ct

:()7

Soit finalement

1 x+ct
u(z,t) = 5 [f(x —ct)+ f(x+ct)] + 3 /_ t ut(z,0)dx,

qui est une forme spéciale de la solution d’Alembert.

Il est manifeste qu’avec ce type de conditions aux limites, ou l'on fixe ce qui se passe sur
un arc donné (par exemple, un segment de 'axe Oz compris entre x = a et & = b), on ne peut

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



Chapitre 4. Equations différentielles linéaires du second ordre 53

renseigner que sur un domaine triangulaire, appelé domaine d’influence, qui est rempli par les
caractéristiques x — ct et « + ct. Un tel probléme aux limites est appelé probléeme de Cauchy et
la frontiére ou 'on a imposé les conditions aux limites est dite frontiére spatiale.

Figure 4.5 : domaine d’influence.

Si on veut remplir tout le premier quadrant, il faut fournir une condition supplémentaire sous
la forme d’une condition aux limites le long de ’axe Ot. Pour cette raison, une telle frontiere est
appelée temporelle. On impose une condition aux limites de la forme suivante

u(0,t) = h(t);

c’est une condition aux limites de type Dirichlet. Pour calculer ce qui se passe au point M, il faut
calculer ce qui se passe sur trois caractéristiques comme le schématise la figure 4.6. En faisant
comme précédemment une décomposition selon les différentes caractéristiques, on obtient

/ (ugdx + c2umdt) = —/ cdu —|—/ cdu — / cdu —|—/ updex,
oD BM MC CA AB
x+ct

= —2cu(x,t) + cu(z + ct,0) + 2cu (0, t— E) —cu(ct — x,0) + / ut(x,0)dz,
c

ct—x

:07

soit

x+ct T
u(a,0) = 5 (@ — ct) + fla+ )] + ;/_ (e 0o+ (=)

Notons que si les conditions initiales et aux limites ne se recoupent pas au point origine, c’est-
a-dire si f(0) # h(0), alors une discontinuité (appelée encore choc) se produit. Si les conditions
aux limites sont un peu plus complexes, par exemple sous une forme d’une condition de Neumann

ou
22(0,1) = ht),

ou bien mixte 9

aa—Z(o, £) + Bu(0,t) = h(t),
le probléme se résout de la méme fagon. Si 'on ajoute un terme source dans I’équation des
ondes, il n’y a pas de difficulté supplémentaire: le terme source apparait dans la solution sous
la forme d'une (double) intégrale sur le domaine D (Zauderer, 1983, voir pp. 298-299). D’une
fagon générale, ce que 'on voir apparaitre, ce sont deux domaines dans le premier quadrant,

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



54 Chapitre 4. Equations différentielles linéaires du second ordre

C(0,t—x/c)

A(ct—z,0) B (z+ct,0)

Figure 4.6 : domaine de calcul avec une frontiére temporelle.

domaine I

T

Figure 4.7 : domaine de calcul avec des conditions initiales et aux limites.

séparés par la caractéristique x = ¢t émanant du point origine. Le domaine I est entiérement
controlé par les conditions initiales, alors que le domaine II nécessite de connaitre les conditions
aux limites comme le montre la figure 4.7.

Le cas des frontiéres mobiles est plus intéressant. Imaginons que la frontiére bouge. Sa position
est donnée par x = h(t) et donc sa vitesse par uy = h(t). On cherche & résoudre I’équation des
ondes uy = g, avec pour conditions aux limites

u(z, t)|x:h(t) = h,

et pour conditions initiales

u(z,0) = f(x) et w(x,0) = g(x).

Si la vitesse du piston est supérieure a la vitesse caractéristique c, le probléme est mal posé. Cela
peut se comprendre en examinant la figure 4.8(a). Pour un point M tel que reporté sur cette
figure, sa vitesse u équivaut a la vitesse de la frontiére mobile et & celle impulsée initialement, ce
qui n’est pas possible sauf cas exceptionnel ou vitesses initiale et aux frontiéres seraient tout le
temps égales. Une telle condition aux limites implique en fait 'apparition d’un choc. Pour le cas
plus sympathique ou h < ¢, le probléme est bien posé puisqu’on peut en tout point M construire
une solution comme on 'a fait juste au-dessus avec le probléme sur le premier quadrant.
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s S
/ &//
/7 O
t ¢/
AR t
domaine 1T ,/ domaine I
/
’
’
’
’
’ x = h(t)
’
’
’

y
’
’ T

Figure 4.8 : (a) frontiére mobile avec h > ¢; avec h < c.

4.5.2 Vocabulaire

Ce qui a été dit a propos de I’équation de la chaleur peut se généraliser & tout probléme
différentiel hyperbolique du second ordre. Notamment, quand on étudie I’équation des ondes, on
parle

— de frontiére temporelle (time-like curve) lorsque la courbe x = h(t) est au-dessus de la
caractéristique h < c. Toute frontiere de ce type peut servir & fournir une condition aux
limites ;

— de frontiére spatiale (space-like curve) lorsque la courbe z = h(t) est au-dessous de la
caractéristique A > ¢. Ce type de frontiere sert a donner une condition initiale.

Ces définitions se généralisent en examinant la position de la frontiére dans le plan caractéristique
& —n: si les droites caractéristiques £ = cste et 7 = cste émanent de la frontiére en restant dans
le méme domaine, on parle d’arc spatial. Inversement, si les droites caractéristiques sont situées
de part et d’autre de I’arc, alors on parle d’arc temporel.

Les théorémes d’existence ont été prouvées lorsqu’on a un probléme avec une frontiére spa-
tiale, mais 'unicité de la solution est un probléme beaucoup plus ardu lorsque la frontiére est
temporelle.
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1

. arc temporel

arc spatial

Figure 4.9 : définition d’un arc spatial/temporel selon la position des caractéristiques.
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4.6 Transformation en équations linéaires du second ordre

4.6.1 Méthode de ’hodographe

L’idée est d’échanger le role de la variable dépendante et de la variable indépendante. Par
exemple, si on a un systéme d’équations aux dérivées partielles impliquant les variables dépen-
dantes u(z,y) et v(x,y), on peut transformer ce systéme en systéme d’équations pour z(u,v) et
u(u,v). Par exemple, pour ce type de probléme & deux variables, on pose (Kevorkian, 2000, voir
pp. 462-476)

ce qui en différentiant par rapport & x, donc

1 = zyuz + xy0g,

0 = YUy + Yoy,

ce qui permet de déterminer u, et v,

W

J?

_Yu
J’

Uy
Vy =

avec J = xyyy — TpYy le jacobien. En faisant de méme avec y, on obtient

Ty
uy ==
Ty
'Uy = T] .

Tant que le jacobien est non nul, on peut faire 'inversion. Notons que le jacobien de la transfor-
mation inverse J = Uz Vy — UyVy est non nul si J est non nul. La condition J # 0 exclut donc le
cas ol soit u, soit v est constant ainsi que le cas ol u est une fonction univoque de v ; le dernier
cas correspond au cas de 'onde simple (voir § 4.6.2).

& Exemple. — Considérons le systéme d’équations quasi-linéaires

ht + a(h,w)hgy + b(h, u)u,; =0, (4.21)
ut + c(h,u)hgy + d(h, u)uy = 0. (4.22)
Le cas a(h,u) = u, b(h,u) = h, c¢(h,u) = 1, et d(h,u) = u correspond aux équations de Saint-
Venant sous forme sans dimension. Le systéme non linéaire (4.21-4.22) peut étre transformé en

un systéme linéaire en appliquant la méthode de I'hodographe. En notant J = zpt, — xytp, on
fait le changement de variable

tu th Loy Th
— ——hi=——, et uy = —.

J J

On obtient alors un systéme linéaire

—Zy + a(h,w)ty, — b(h,u)ty, =0,
xp + c(h,u)ty, — d(h,u)t, =0
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Cela peut s’écrire sous une forme d’un systéme d’évolution d’un systéme physique

[0 —b] oV {_1 —a} av _

L dl a0 e e =0

avec V = (x,t). Aprés inversion de la premiére matrice et en supposant b # 0, on déduit

oV 15AY% 1| d bc—ad
—+B — = B=- .
an + 0 0, avec A [ 1 4 }

Examinons les courbes caractéristiques dans le plan physique x — ¢ et dans le plan de 'ho-
dographe. Comme cela est détaillé au § 8.2, on cherche & écrire le systéme couplé (4.21-4.22)
sous la forme d’équations différentielles ordinaires. Pour cela, on commence par écrire sous forme
matricielle le systéme

0 0 a b

aU—I—A-%U—O, avec A = [ . d}’
et U = (h,u). Les valeurs propres de A sont notées Aj o (avec A1 > A2) et sont les solutions de
det(A — A1) = (a — A)(d — A) — be = 0. Les valeurs propres a gauche de A sont notées v; o et

celles & droite wy 9. On a [voir équations (8.3-8.4)]

2c a—d+ VA
_— d+vA
vy = d—a+ VA , W1 = %2 , associés a4 A\ = %,
1 1

2c a—d— VA
N d— VA

vo=| d—a—VA |.,w2 " 9¢ | ,associés a Ay = %7
1 1

avec A = (a — d)? + 4bc. Les courbes caractéristiques dans le plan physique sont les intégrales
premiéres de dx/dt = \;, avec i = 1,2 Dans le plan de ’hodographe, les deux courbes caracté-
ristiques sont les intégrales premiéres de du/dh = u; avec p; les racines de det(B — p1) =0,

d—a+ VA d—a— VA
— et g = ——————.
2b 2b

On note qu’on a les relations suivantes

H1 =

_d-A o de
H2 = b H1 = b ?

ce qui montre que les caractéristiques sont reliées entre elles : la 1-caractéristique du plan physique
est reliée a la 2-caractéristique du plan de ’hodographe (et réciproquement).

Au § 8.2, on montre que le systéme différentiel (4.21-4.22) est équivalent a

4.6.2 Onde simple

Pour les équations homogénes, un cas important ot la méthode de ’hodographe ne s’applique
pas (car J = 0) est celui de ’onde simple (Courant & Friedrich, 1948). Ce cas se rencontre lorsque
les fonctions u et v sont liées entre elles. Un résultat essentiel est qu’au voisinage de tout état
constant (un domaine de l'espace x — t ou a la fois w et v sont constantes), alors il existe un
domaine ol nécessairement on a une onde simple, c’est-a-dire une relation fonctionnelle entre u
et v (par exemple de la forme v = f(u)). Voici les autres caractéristiques des ondes simples

— une des deux familles de caractéristiques est constituée de droites dans le plan = — ¢ (par
exemple, la famille C'y d’équation dz/dt = )\i sur la figure 4.10, correspondant & £ = cste) ;
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— l'autre famille est une courbe quelconque;

— dans le plan de I’hodographe, une onde simple est une courbe unique puisque v et v sont
lices entre elles.

onde simple

état constant

Figure 4.10 : onde simple générée par un état constant le long d’un arc spatial.

En effet, considérons un état constant D (par exemple, un fluide en écoulement permanent
uniforme ou bien au repos) délimité par un arc (spatial) C. Les caractéristiques dans le plan
physique = — ¢ sont des droites' car les valeurs propres Ay (u,v) et A_(u,v) sont constantes.
Considérons un arc temporel 7 coupant ’arc C; les familles de caractéristiques émanent donc
de part et d’autre de 7. Sur la figure 4.10, on considére que la famille C_ d’équation dz/dt =
A_ (correspondant & n = cste) pointent vers la gauche, alors que la famille Cy d’équation
dz/dt = A; (correspondant & { = cste) pointent vers la droite. Il s’ensuit que, puisqu’elle
pointent vers la gauche, les courbes C_ propagent l'information de la zone D vers 'arc T.
Le long de chaque caractéristique de cette famille, le second invariant de Riemann ro(u,v) est
constant et la constante est fournie par la valeur prise par ro dans le domaine D ; de la relation
ro(u,v) = cste, on peut tirer la relation qui lie u et v, une relation qui peut s’écrire v = f(u) (ou
bien f(u,v) = 0). Par ailleurs, la seconde famille de courbes C, qui pointent vers la droite, est
constituée de droites dans le plan x — ¢. Le long d’une caractéristique C'y, on a ri(u,v) = cste;
comme la caractéristique émane de 7, la valeur de la constante est fixée par la condition aux
limites imposées sur cet arc. La caractéristique traverse une zone couverte par la famille C_,
donc en tout point on a une relation de la forme v = f(u), donc puisque ri(u, f(u)) = cste, u
doit étre constant le long de C_, donc A(u, f(u)) I'est également et la caractéristique Cy est une
droite. Il s’ensuit qu’a la fois u et v se propagent en gardant une valeur constante le long de C
et que la valeur constante est imposée par la condition aux limites sur 7.

Les conditions d’existence d’un domaine « onde simple » apparaissent assez aisément & la
lecture de la figure 4.10:

— il faut que la famille C_ pointe vers la gauche, donc 7 doit étre un arc temporel ;

— il faut également que les valeurs de A\™ décroissent quand ¢ croit de telle sorte que les
caractéristiques soient en « éventail ». Si cela n’est pas le cas, les caractéristiques (qui sont
des droites) se recoupent nécessairement, ce qui implique qu’'une solution continue n’est
pas possible et qu'un choc apparait.

Ces deux propriétés sont fixées par les conditions imposées sur 7.

1. ’état est représenté par un point dans le plan de 'hodographe.
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Dans le cas particulier ou l'on fixe une variable (par exemple u) sur les arcs T et C

u = Uy = cste sur 'arc C,
u = Uy = cste # Up sur Varc T,

(outre la condition pour v: v = Vy = este sur C) et en admettant que les caractéristiques C
sont en éventail (donc elles ne se croisent pas)

)\_,_(U(), V()) > )\+(U17 f(Ul))7

alors, on observe un domaine d’écoulement appelé « onde simple centrée » comme lillustre la
figure 4.11.

C

Figure 4.11 : onde simple centrée.

4.6.3 Application: équations de Saint-Venant
Rupture de barrage de volume fini sur un fond horizontal

Probléeme a résoudre

On considére une rupture de barrage d’un volume fini de fluide le long d’un plan horizontal.
Le mouvement est décrit par les équations de Saint-Venant sous forme adimensionnelle

o, 0
o+ 5 () =0, (4.23)

0 0 0

Les conditions initiales et aux limites sont

— pour —1 <x <0,on ah=1;en dehors de ce domaine, on a h =0;
—enz=-—1,il y a un mur, donc u =0;

— a linstant ¢ = 0, on supprime le mur du barrage.
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On va voir que cette équation admet une solution auto-similaire dans le cas d’'un volume
infini (voir également § 8.2.3):

u=2(C+1),
h = é(_<+2)27

avec ¢ = z/t. Ce systéme peut se mettre sous la forme matricielle

0 0
il A - —U=
8tU+ 3 U =0,
avec \[
U u  2vh
e R P

FEquations caractéristiques

Les valeurs propres de A sont A+ = u 4+ v/h. Ce systéme peut donc se mettre sous la forme

caractéristique
du £ 2vh
t

d
—a - 0 le long des caractéristiques £ = u+ Vh. (4.25)

Les invariants de Riemann sont r = u + 2vh et s = u — v/h. On peut écrire les valeurs propres
en termes de r et s:

3 3
A+:u+f: r+set)\_:u—\/ﬁz SZ_T.
Avec les variables 7 et s, les équations (4.25) deviennent
d d 3
d—z = 0 le long des caractéristiques £ =\ = r;— ° (4.26)
d d 3
£ = 0 le long des caractéristiques d—at: == S: L (4.27)

Si au lieu de travailler dans le plan physique x—t, on travaille dans le plan r—s, les caractéristiques
sont les droites r = cste et s = cste le long desquelles on a (voir § 8.2)

— pour la r-caractéristique,

d 0 3 ot
s S =T e long de r = cste, (4.28)
car r = cste;

— pour la s-caractéristique,

dz Or 3s+rot
T Ao = %=1 o le long de s = cste, (4.29)

car s = cste.

On peut obtenir une seule équation gouvernant ¢ ou x dans le plan r —s. On différentie I’équation
(4.28) par r et 'équation (4.29) par s

9 _3r+s 0%t 30t
ords 4 Ords * 49s’
Oz  3s+r 0%t 30t
ords 4 8ras+i§'
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En retranchant on obtient une équation pour ¢

0%t 3 ot ot
= —— . 4.
ords  2(r—s) <8r 83) (430)
Pour z, on déduit
2 0%z 3r+sdx 3s+rox
Zls— - 27 iy 4.31
3(8 T)é)r@s 3s+rdr 3r+s0s (431)

Notons que ’équation (4.30) est une forme particuliére de ’équation (4.19) avec A = 3, x = r
et y = —s. Il existe donc une solution au probléme adjoint, ce qui est fort utile pour résoudre
des problémes avec les équations de Saint-Venant. En pratique, on ne résout pas directement
l’équation (4.31), mais on résout d’abord I’équation (4.30), puis on se sert de 'une des équations
(4.28) ou (4.29) pour déterminer x.

Onde simple et détermination des caractéristiques

On g’intéresse tout a ce qui passe aux premiers instants ; la solution est alors similaire & celle
trouvée pour un volume infini. Dans le plan physique x — ¢, le demi-plan ¢ > 0 correspond a
I’état constant h = 1 et w = 0. On sait que 'on va avoir deux frontiéres mobiles qui délimitent
le volume de fluide dans un régime d’« onde simple » et qui émanent du point origine:

— une premiére frontiére correspondant au front h = 0 et © = uy (qui sera la méme que pour
le probléme infini) ;

— une seconde frontiére correspondant a l'onde régressive qui se propage dans le réservoir
jusqu’a venir buter contrer le mur arriére: h =1 et u = 0.

Ce régime d’onde simple est caractérisé par la constance d’un des invariants de Riemann, ici
c’est nécessairement celui rattaché aux ondes progressives, donc r = cste. La valeur de r est
fixée par les conditions initiales, ici 7 = u 4+ 2v/h = 2. Dans le plan = — ¢, le domaine d’onde
simple D; se présente comme un céne avec son sommet & l'origine, alors que dans le plan r — s,
il s’agit d’'un segment de droite le long de la verticale » = 2. Comme r = 2 partout dans Dy, les
s-caractéristiques sont des droites dans le plan x —¢:

i—f:/\_ :u—\/ﬁz2—3\/ﬁ:cste,
ce qui donne z = (2 —3v/h)t et en inversant, on trouve bien h = (—xz/t+2)?/9. En se servant de
la valeur de r, on retrouve ensuite u = 2(x/t — 1)/3. Les deux frontiéres correspondent donc aux
droites x = —t (onde régressive) et x = 2t (onde progressive). L’éventail de s-caractéristiques
correspond & des valeurs de s compris entre s = u — 2v/h = —2 (onde régressive) a s = 2 (front).
On peut se servir de s pour paramétrer les s-caractéristiques: en effet, partant de la relation
s =u — 2v/h ot I'on remplace u et h par leur expression respective en fonction de x/t, on tire

= 3(35 +2)t. (4.32)

Les r-caractéristiques sont des droites dans le domaine Dy (& gauche de D; dans le plan
x — t), qui représente le domaine d’écoulement non encore concerné par I'onde régressive. Dans
le domaine D1, les r-caractéristiques sont des courbes d’équation

dx 1 T
a0 u+tVh vh 3( t)’

dont la solution est z(t) = 2t + at'/3, avec a une constante. Notons que cette équation peut
également se déterminer comme suit. Dans le plan 7 — s, on a le long de r = 2 la relation (4.28)
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2 [y
1
20 D,
-1
-2 Dlo
. 0 1 2 3 4
X r

Figure 4.12 : caractéristiques dans le probléme de rupture de barrage. (a) Dans le plan physique z — t: D2
représente un état stationnaire (r = 2 et s = —2) ou la retenue n’est pas encore affectée par 'onde régressive;
D1 est le domaine ot r reste constant (onde simple), mais s augmente de —2 & 2. Ce domaine est encadré par
deux s-caractéristiques reportées en gras. La courbe & tiret représente une r-caractéristique, ici émanant du point
zo = —1. (b) Dans le plan de Riemann r — s.

et en méme temps la relation (4.32), on tire I’équation suivante

o 3t
ds 4—2s’

dont les solutions sont de la forme ¢t = (b(2 — s))~3/2, avec b une constante d’intégration ; cela

implique donc que s = 2 — (bt)~%/3/2. En substituant s dans ’équation (4.32), on trouve

1 3 1 3t1/3 L
T= <8 5 (bt)2/3> =2t = 5o =2t +at'l, (4.33)

qui est bien comparable & la forme trouvée plus haut. En résumé, les r-caractéristiques

— sont des droites d’équation x = ¢ + 2t dans le domaine non perturbé Ds, avec ¢ une
constante;
— sont des courbes d’équation z = 2t — 3¢%/3t1/3 /8 dans le domaine « onde simple » Dj.

Effet de volume fini

Examinons ce qui se passe dans le plan x — ¢ lorsque Deffet de volume fini se fait sentir. Les
deux s-caractéristiques délimitant le domaine d’onde simple ont pour équation: x = 2t (front) et
x = —t (queue). Dans le systéme de coordonnées adimensionnelles, ’abscisse marquant la fin de
la retenue est x, = —1; ce point est atteint & I'instant ¢ = 1 par 'onde régressive émanant de O.
Il part alors une r-caractéristique dont I’équation est donnée par la relation (4.33) ; son équation
est: x = 2t — 3t1/3. Cette courbe BC délimite un domaine Ds, au-dessus de laquelle 'onde n’est
plus simple. Pour calculer I’écoulement dans ce domaine « complexe », on va se servir de la
fonction de Riemann et résoudre ’équation (4.30), mais pour cela il faudrait les conditions aux
limites sur le domaine d’intégration Ds, ce qui n’est pas trés facile pour la courbe x = 0.

Pour contourner cette difficulté, on va utiliser un principe de symétrie: on considére que le
probléme est symétrique par rapport a I'axe x = 0 oil la seule condition aux limites est u = 0.
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Figure 4.13 : réflexion de l'onde simple contre le mur. (a) Comportement des caractéristiques dans le plan
physique. (b) Traitement du probléme en considérant une rupture dans le demi-plan z < 0. Le domaine D;
est délimité par la courbe frontale OF d’équation z = 2t (s-caractéristique avec s = 2), la courbe « onde

régressive » OB d’équation x = —¢ (s-caractéristique avec s = —2), et la réflexion de cette onde contre le mur BC
d’équation z = —3tY/3 4+ 2t (r-caractéristique avec r = 2). Le domaine Dy est délimité par la courbe frontale OF’
d’équation x = —2 — 2¢ (r-caractéristique avec r = —2), la courbe « onde régressive » O’E d’équation x = —2 — ¢

(r-caractéristique avec r = 2), et la réflexion de cette onde contre le mur BD d’équation y = 33 — 2t — 2
(s-caractéristique avec s = —2).

Pour cela, on suppose qu'il existe un barrage situé en O’ (-2, 0). La rupture de barrage entraine
une onde progressive dans le demi-plan x < 0 alors qu'une onde régressive se propage vers 0. Le
probléme se raméne donc a trouver Uintersection de deux ondes simples (Courant & Friedrich,
1948, voir § 8.2, pp. 191-197). Dans le plan = < 0, le domaine D, représentant ’'onde simple est

caractérisé par s = cste = —2. Dans ce domaine, la solution s’écrit :
2
u=-(C—1),
~(¢-1)
1 2

avec ¢ = (x+2)/t. Les r-caractéristiques ont pour équation: z+2 = (3r —2)t/4. Le domaine Dy
est délimité en partie supérieure par la courbe BE qui est une s-caractéristique (avec toujours
s = —2); son équation est

x =33 — 2t — 2.

On va intégrer ’équation (4.30) dans le domaine D3, avec pour conditions aux limites

— t=8(2—5)"%?2lelong de la courbe BC dans le plan x —t (segment B, P le long de r = 2
dans le plan de 'hodographe) ;

— t =8(2+r)"%/2 le long de la courbe BE dans le plan z —t (segment B,Q le long de s = 2
dans le plan de I’hodographe).

D’apres la méthode de Riemann |voir équation (4.18)], la solution s’écrit pour un point M
(& n) o
1 1
te.n) = SUPIBIP: M)+ 3H@BIQ: M)+ [ "(Uds - Vi)
P
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Figure 4.14 : domaine d'intégration dans le plan de I’hodographe. Le contour est orienté dans le sens positif P
— B. — Q.

ou B est la fonction de Riemann trouvée précédemment [voir équation (4.19) avec A =3, x =r
et y=—s]. On a

=5 33 r-&6-mn

(r=n)2(s — €32 27277 (r=n)(s - §)

Cette fonction vérifie B(r,s; r,s) =1 et

B(r,s; &) =

surr =€ et — =

i 5 sur s = 1.

OB 3 B 0B 3 B
2

Par ailleurs, les fonctions U et V intervenant dans 1’équation (4.18) sont données par

2r—s Jr285 2 0s’
3 1 Bot toB
tB

3 1 Bot toB
tB

== +
27— s 20r 20r
La solution est assez simple a trouver une fois qu’on a bien ordonné les termes

B, B

1 1
((¢.n) = Ht(P)BIP M)+ 5HQBIQ: M - [ Vars [ Uds
P Q
or
B B
* * t t
/ Vdr——tB§*+/ B( 8)dr
P p 2r—s Or
B B
* * t t
Uds——ftB *—i— B< —i-a)ds.
0 p 2r—s 0Os
En remarquant que sur les frontiéres P — B, et B, — Q, on a t, = =3t/2/(r — s) et t5 =

3t/2/(r — s), on aboutit a la solution suivante (Courant & Friedrich, 1948; Hogg, 2006)
t(fﬂ?) = B(27 - 27 5777)
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On peut trouver ensuite z par intégration le long d’une caractéristique; par exemple le long
d’une r caractéristique, on a

S
x(s|r = cste) = %(38 +2)t(2,s) + % /_2(37’ + s/)stl.

Les figures 4.16 et 4.15 montrent le diagramme des caractéristiques et les profils de h et u en
fonction de x. Pour ces profils, on a réalisé des calculs de ¢ et x pour un domaine de calcul
2 <r<0et2<s < —2;on a considéré une grille de points (5, s;) dans ce domaine et
calcul les z;; et t;; correspondants. Il faut ensuite interpoler les valeurs x;;(r, s) et ¢;;(r, s) ; pour
calculer u(z,t) & un temps donné t = t, il suffit alors de se donner une valeur ry, calculer sj tel
que t(sk|rg) = to; on stocke ensuite {x(sg|rk), Tk, Sk} Les valeurs hy et uy correspondantes sont
hy = (Tk — Sk)/4 et up = (T’k + Sk)/2.

T T
/ - -7
- ~
14 [ // P -7
-
/ yd -7
/ - -
- -
12}/ ‘ -
L, . ~
/ 7 //
- ~
7z //
_ -
10 y &
e P -7
, > -
- -~ B
e e s =
8 s P - = _ -
~ s - _ = -
s - = -
- ~ - -
s Phe = _ -7
e - P = _ -
6 ’ - - o
s 7 _ - o
s - _ - — he
” ~ - ==
v - s _ -
4 -7 - Py P
’ - - — -
1 - _ T
P L == _
7 - - =
- ~ ==
20X oz
-
Y

Figure 4.15 : diagramme des caractéristiques. Les s-caractéristiques sont reportées en trait continu (s =1,5; 1;
0,5; 0,25; 0; —0,5; —1) . Les r-caractéristiques sont en trait discontinu (r = 2; 1,5; 0,5). Les caractéristiques
correspondant au front et A la queue de 'écoulement sont reportées en rouge et gras (s =2 et s = —2).
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Figure 4.16 : profil u(z,t) et h(z,t) at=2,t=5et t = 10.
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Rupture de barrage de volume fini sur un plan incliné

Considérons un volume fini de fluide. Le mouvement est décrit par les équations de Saint-
Venant

0 d
o+ 5 () =0, (4.34)
gu—kugu%—gcongh = gsind, (4.35)

ot Ox ox

qui peuvent étre rendues sous une forme sans dimension 4 l'aide du changement de variable

Figure 4.17 : géomeétrie initiale du barrage.

On alors

oh _0h .04
oh s ou _ 4.
6t+u8ic+haa§ 0, (4.36)
ga  0u  Oh
of "oz " oz

A~

=1 (4.37)

Ce systeéme peut se mettre sous la forme matricielle

B B
5 UTA 5 U=B,

U u h tan 6
= A= B = .
o-[e]a-i i =[]
Les valeurs propres de A sont Ay = u 4+ v/h. Ce systéme peut donc se mettre sous la forme
caractéristique

avec

du £+ 2¢
dt

dx
= tan @ le long des caractéristiques T u =+ c,
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avec ¢ = vh. Dans le plan physique x — ¢, le demi-plan ¢t < 0 correspond & l'état constant
h =ho(x) =1—x/xp et u =0, avec -, = —1/tanf. On sait que I'on va avoir deux frontiéres
mobiles qui délimitent le volume de fluide et qui émanent du point origine :

— une premiére correspondant au front h = 0 et u = uy (que l'on ne connait pas encore) ;

— une seconde correspondant & ’onde régressive qui se propagate dans le réservoir jusqu’a
venir buter contrer la fin de celui-ci: h = h(t) (car la profondeur est variable ici) et u = 0.

Les deux caractéristiques associées ont donc pour équation: dz/dt = u (front) et dz/dt = —c
(queue). Pour le front, on a de plus du/dt = tanf, donc u = ttanf + 2 car t = 0, on a u = 2
comme condition initiale? ; on déduit que x = t? tan §/2+ 2t est la caractéristique C recherchée.

Pour la queue, on a d(—2¢)/dt = tan, ce qui donne ¢ = —%t +lcarat=0,onac=1,
donc en reportant dans ’équation caractéristique on déduit que x = %tQ — t. Dans le systéme
de coordonnées adimensionnelles, I’abscisse marquant la fin de la retenue est x;, = —cotan# ; ce

point est atteint par I'onde régressive émanant de O a l'instant ¢ = 2cotan6.

Une fois que la fin du réservoir est atteinte, une nouvelle onde (BC) émane du point B avec
h =0 (¢ =0). Au point B, on a x = x;, t = t, = 2cotanf, et v = 0. Donc 'intégration de
du/dt = tan @ donne u = tan 0(t — ;) = t tan @ — 2, puis une nouvelle intégration donne

1, t
T = tanf it —ttb+5 + xp.

0 2 4 6 8 10
X

Figure 4.18 : caractéristiques de la queue et du front de ’écoulement.

2. C’est la vitesse initiale dans le cas # = 0. La rupture de barrage induit en effet une accélération infinie a
t =0 et donc on a u = 2. Voir la résolution du cas § = 0 au § 8.2.3 ainsi qu’a ’exemple précédent.
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Afin de faire disparaitre I’accélération de la gravité, qui rend les équations non homogénes,
on procéde & un nouveau changement de variables

fzi:—ta;lgfz etf:f,
w=u—ttanf et ﬁ:iL,
et comme
0 _ Dot oo
0r  0£0% Ot oi’
_9
_85’

9 9o Dot

=
ot ocat  otoi

= —ttan 92 + 9
o ot
on tire le jeu d’équations
Oh + wagh + h@gw =0,
Oyw + woecw + hdgh = 0,

oll on a enlevé les tildes sur les variables.

Tableau 4.1 : caractéristiques des frontiéres du domaine d’écoulement.

c U w & T S
OF 0 ttan6 + 2 2 2t 2 2
OB 1—ttanf/2 0 —ttanf —t?tanf/4—t 2(1 —ttand) —2
BC 0 tan 0(t — tp) -2 —2t + cotand -2 -2

Tableau 4.2 : caractéristiques des frontiéres du domaine d’écoulement.

x domaine de de ¢
OF t*tan6/2+ 2t t>0
OB t?tanf/4 —t 0 <t < 2cotanf

BC tané (%t2 — ttb) + cotanf t > 2cotanf

D’aprés la méthode de Riemann [voir équation (4.18) et la figure 4.20], la solution s’écrit

pour un point M (&, n)

Q

He.m) = 5t(P)BIP M) + 5UQBIQ: M|+ [ "(Uds = Van),

ol B est la fonction de Riemann trouvée précédemment [voir équation (4.19) avec A =3, x =r
et y=—s|. On a

Blrsiem = 22 e o

Par ailleurs, les fonctions U et V intervenant dans 1’équation (4.18) sont données par

(r— s)° 33 (r—&)(s—n)
)3 (s P [ 2! }

_ 31, B _ton
 2r—s 20s 20s’
3 1 Bot toB
= — B —_—— = = —,

v 27“—st +28r 2 Or
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Figure 4.19 : caractéristiques de la queue et du front de ’écoulement.

AS
+2 4 F
-2
i >
M(&, 1) —
MEmq =0
|
1
C P 0
t=1-1r/2

Figure 4.20 : domaine de calcul dans le plan r — s pour 6 = 7/4.

La solution peut s’arranger de la fagon suivante

O
te.n) = HH(P)BIPs M)+ 5HQBIQ: M) + [

(@)
Vdr + / Uds,
P

Q
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or

o 1 % 3t ot
dr = —=[tB]% B(Z— +2)d
/PVT 5l }P+/P <27‘+2+0r> "
o 1 % 3t ot
Uds = —=[tB B(-= —)ds=0.
/Q ° 2[ } +/P < 22—s+83> °

En remarquant que sur les frontiéres P — O et O — Q, on a respectivement t, = —cotanf/2 et
ts = 0, on aboutit & la solution suivante

00

t¢, ) = cot 9/£B< 2 € m) 2 d

,1) = cotan r, —2; &, r.

7 ) Vir+2)

On peut trouver ensuite z par intégration le long d’une caractéristique; par exemple le long
d’une s-caractéristique, on a

1 1 [?
x(r|s = cste) = 1(38 +r)t(r,s) + 1 / t(r', s)dr’,

qui s’obtient par intégration par partie de I’équation (4.29) et en tenant compte que x = 0 a
t=0.

Figure 4.21 : caractéristiques dans le plan £ — ¢. Les r-caractéristiques sont reportées en trait continu et pour
les valeurs » = 2 a r = —2 avec un pas de 0,5; Les s-caractéristiques sont reportées en trait discontinu et pour
les valeurs s = 2 & s = —2 avec un pas de 0,5. Le trait rouge représente la queue de ’écoulement ; le trait bleu
représente le front.
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Figure 4.22 : caractéristiques dans le plan x — ¢.
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-15 -10 -5 0 5 10 15
3

Figure 4.23 : profil de vitesse et de hauteur dans le plan & — t.
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u( x,t)

= )
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X

Figure 4.24 : profil de vitesse et de hauteur dans le plan x — ¢.
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Chapitre

Les équations différentielles et leurs symétries

Parmi les méthodes analytiques pour obtenir des solutions & des problémes différentiels, la
recherche des symétries est sans doute la méthode la plus élégante et la plus efficace. Développée
par le mathématicien Lie & la fin du XIX®siécle, cette approche nécessite un bagage mathéma-
tique important et pas mal de manipulations algébriques, ce qui explique qu’elle soit tombée en
désuétude au cours du XX¢siécle, surtout & cause du développement des ordinateurs auxquels
aucune équation différentielle ne semblait pouvoir résister. La réalité est un peu différente et au
cours des trente derniéres années, on a assisté & un nouvel essor des méthodes analytiques. Ce sont
principalement les solutions dites auto-similaires qui ont attiré l'attention & cause de leur réle
essentiel pour la bonne compréhension des phénoménes physiques de propagation (Barenblatt
& Zel’dovich, 1972; Barenblatt, 1996; Gratton, 1991); ces solutions peuvent étre trouvées par
des arguments dimensionnels, mais également — et de facon plus compléte — par la recherche
de symétrie de type « étirement ». C’est 14 la grande force de 'approche développée: c¢’est une
approche trés générale qui cherche & déterminer et & exploiter les transformations qui peuvent
laisser une équation différentielle invariance. Invariance et transformation sont donc les deux
maitres-mots de cette approche.

Olver (1993), Dressler (1983), Dressler (1999), Hydon (2000), Cantwell (2002), et Bluman
& Anco (2002) ont publié des ouvrages de référence sur ce théme, auxquels on peut se référer
pour plus d’information. Baumann (2000) et Cantwell (2002) ont fourni également un package
fonctionnant sous Mathematica qui permet de faire les calculs de fagon relativement simple (c’est
I'une des principales difficultés de 'approche).

5.1 Définition: groupe de transformation 4 un paramétre

Nous commencons par introduire la notion de groupe de transformation et les conditions pour
qu’une courbe ou une familles de courbes soit invariante sous ’action d’une transformation. Ces
notions serviront par la suite pour construire une méthodologie de recherche des symeétries pour
les équations différentielles.

Il existe un grand nombre de types de transformation. Parmi les plus utilisées sont

— les transformations ponctuelles, par exemple une réflexion par rapport a 'axe x: (z, y) —
(7, — v);

— les transformations & un paramétre qui dépendent contintiment d’un parameétre, par exemple
une rotation d’angle 0: (r, a) — (r, a + 0).
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On traite ici de ces derniéres.

5.1.1 Généralités
Il est souvent utile d’introduire des transformations de la forme:

2= Az, y; \), (5.1)
y' = B(z, y; \),

qui dépendent continiiment d’un parameétre A. Quand une telle transformation vérifie les trois
propriétés suivantes:
1. deux transformations successives sont équivalentes & une transformation de la méme forme,
2. il existe une valeur de A pour laquelle cette transformation est égale & 'opérateur identité,
3. il existe une transformation inverse,
alors elle constitue un groupe; ici puisqu’il n’y a qu’un seul parameétre, il s’agit d’un groupe ¢ un
parametre.

On note Ag la valeur de A pour laquelle la transformation coincide avec 'opérateur identité.
En faisant un développement limité au premier ordre, on obtient :

=24+ &N — N), (5.3)
Y =y+nXo—N), (5.4)

ou l'on a introduit: £ = (0A/ON) =, et 1 = (0B/OX)r=),, les coefficients de la transformation
infinitésimale (linéarisation du changement de variable). On parle aussi de champ vectoriel.

Le théoréme fondamental de Lie est qu’il est équivalent de connaitre (travailler
avec) le groupe ou sa représentation infinitésimale.

5.1.2 Orbites et courbes invariantes

On introduit aussi la notion d’orbite. C’est le lieu des points reliés au point (z, y) qui sont
obtenus en faisant varier le paramétre A depuis la valeur Ag; ¢’est donc la trajectoire d’un point
quand X varie. C’est aussi le lien des points invariants par toute transformation puisque point
source et point image doivent se trouver sur la méme courbe. Si on prend I'exemple d’une rotation
centrée en O d’angle 6, Uorbite passant le point (z, y) est un cercle de rayon r (avec r tel que
r? =22 + y?).

Par définition, I'incrément entre le point image et le point source est donné par: (dz, dy) =
dA(§,n). L'orbite a donc pour équation dans le plan (z, y):

dz  dy
oy amy P (5:5)

On parle d’invariant du groupe pour désigner une fonction u(z, y) telle que u(2’,y") = u(zx, y).
Par différentiation par rapport a A, on tire que u doit nécessairement vérifier I’équation suivante :

§(x, y)ue +1(x, y)uy = 0. (5.6)
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On écrit cette équation sous la forme abrégée
Tu=0,

avec I' = £0, + 10y le générateur infinitésimal ou opérateur du groupe.

L’équation caractéristique associée est :

de  dy %
&z, y) nlz,y) 0 (5.7)

Une intégrale premiére de I’équation caractéristique correspond a l'orbite définie précédemment.
Toute fonction (arbitraire) prenant valeur sur 'orbite est nécessairement un invariant. Cet in-
variant définit une courbe qui est invariante par la transformation : points source et image sont
sur la méme courbe. Quand on généralise & un espace de dimension n, on va former un systéme
caractéristique en écrivant la condition d’invariance I'u = 0, ce qui permet de définir n — 1 inté-
grales premiéres, donc n — 1 courbes invariantes (en fait, n — 1 familles de courbes invariantes).
Chacune de ces courbes est individuellement invariante.

Nous allons voir juste aprés que cette invariance individuelle peut étre relachée: on peut
trouver des familles de courbes qui sont invariantes globalement, c’est-a-dire la transformée d’une
courbe est une courbe de la méme famille. S’il est possible de représenter paramétriquement une
telle famille de courbes par une équation de la forme ¢(z, y) = ¢, alors il faut que ¢(z’,y’) = .
Par différentiation, on montre qu’'une telle fonction doit vérifier I’équation différentielle :

§(x, y)be +n(z, y)o, = 1, (5.8)

dont I’équation caractéristique s’écrit :

dx B dy B @
Ea,y)  nlz,y) 17 5.9

La valeur unitaire dans le membre de droite est arbitraire, on aurait pu prendre n’importe
quelle constante non nulle comme condition'. Il y a deux intégrales premiéres a cette équa-
tion caractéristique: I'une, obtenue par exemple avec les deux membres de gauche, donne = =
[ &(z, y)/n(z, y)dy+c(y), ou ¢(y) est une fonction arbitraire de y ; I'autre, obtenue avec les deux
membres de droite, fournit: ¢ = [ dy/n(z, y) + e(x) avec e(z) une fonction arbitraire de z.

Un point invariant est relié a lui-méme si pour toute transformation (c’est-a-dire quelle que
soit la valeur de \), son point image coincide avec lui. Cela n’est possible que si &(z, y) =

n(x, y) = 0.

& Exemple. — Considérons le groupe « extension » :

=\, (5.10)
y = My, (5.11)

qui constitue bien un groupe (Ao = 1). Les coefficients sont: & = z, n = By. Il s’ensuit que

lorbite de ce groupe est donnée par:
dr dy

r By

1. Voir (Dressler, 1999, pp. 6-7)
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L’intégrale premiére est p = y/2°. Toute fonction F(p) est un invariant du groupe. Les familles
de courbes invariantes sont données par:

de _dy dy

r Py 1’
dont les intégrales premiéres sont p et ¥ = In yl/ s 4 ¢(p), avec ¢ une fonction arbitraire de p. O

Le tableau 5.1 récapitule les définitions des orbites et courbes invariantes d’un groupe.

Tableau 5.1 : définition d’une orbite et d’une courbe invariante.

Nom Définition Equation

orbite lieu des images d’un point (z, y) quand on fait T'U =0
varier A

courbe invariante courbe qui a pour image elle-méme I'v =0

famille invariante I'image d’une courbe est une autre courbe dela T'U =1
méme famille

point invariant point dont 'image est lui-méme E=n=0

5.1.3 Générateur infinitésimal

L’opérateur différentiel
0 0
r=¢— —
é&r + n@y

est 'opérateur du groupe (ou générateur infinitésimal) et I'f est la dérivée de Lie de f. Une série
de Lie peut étre définie sous une forme condensée en utilisation ’application exponentielle :

52

F@'s ) = o, y) + sDf + D) 400 =™ f(a).

L’avantage de cette formulation est de remplacer une transformation non linéaire par une
série de transformations linéaires infinitésimales.

La connaissance de Popérateur I' (ou des coeflicients infinitésimaux) permet de reconstruire

la transformation puisque x’ = e*I'x (appelée série de Lie).

& Exemple. — Considérons la transformation (¢, n) = (—y, ). On a'e = —y, I'(Tz) = —x,
Iz =y, etc. On montre alors qu’on a la série suivante :

p s?2 st 3 8 .
T =x 1—5—1—5—&---- -y 5—54—5—%-" = rCoss — ysins.

En faisant de méme avec 3/, on trouve qu’il s’agit du groupe rotation. O

Le tableau 5.2 fournit les principaux groupes de transformation.
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Tableau 5.2 : définition des principaux groupes de transformation ponctuelle.

nom variable z’ variable 1/ générateur
translation ' =xz+s Y=y X =0,

rotation ' = xcosf + ysinb y = —xsinf + ycos X =90, — x0y
extension ' = sx y = sPy X =20, + Bydy

5.1.4 Prolongation d’un générateur infinitésimal
Une question qui se pose est la suivante: « est-ce que le groupe conserve la pente d'une
courbe ? ». Considérons la forme infinitésimale d’un incrément :
do’ = dx +dé(No — ), (5.12)
dy’ = dy + dn(ho — N). (5.13)
La pente de la courbe image est donc:
d d
= = 3 .
A’ 1+ E o)

Au premier ordre on tire:

.,_LM_@+ dn  dyd¢
dx dzdz

== (- > (Ao — N). (5.15)

On note n; = dn/dx — yd¢/dx, avec dn/dz = 1, + 1,y et d&/dx = &, + &,y. Les dérivées images
d’ordre supérieur s’obtiennent de méme par récurrence:

dnk g1y d€
_ A 5.16
Nk+1 dx Yy dz ) ( )

que l'on peut noter sous la forme condensée :

Nk+1 = Dznk - y(k+l)Dm§7

avec D, = x0; + y0y + ---, qui est une notation abrégée de I'opérateur différentiel total. La
transformation :
¥ =x+&N— N, (5.17)
Y =y+n(do—A), (5.18)
J =9+mo—A) (5.19)

constitue le groupe une fois étendu. On peut étendre le groupe n fois en incluant les dérivées
d’ordre n. Un invariant u(z, y, y) de ce groupe est défini comme étant u(z, y, ¥) = u(z’, ¥/, ¥').
Par différentiation, on obtient que w vérifie ’équation :

§ug + nuy + muy = 0,

dont les équations caractéristiques sont :
dz dy dy

Ezy) oy mle,y 9
Il existe plusieurs applications intéressantes, notamment ’optimisation du changement de va-
riable pour qu’une équation différentielle devienne & variable séparable et la recherche de groupe
rendant invariante une équation différentielle.

(5.20)
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5.1.5 Prolongation du groupe pour des symétries ponctuelles

Notons que nous nous sommes restreints ici aux groupes de Lie, vus comme des transfor-
mations ponctuelles. On peut déterminer de maniére plus générale pour toute transformation la
condition de symétrie. Considérons un difféomorphisme quelconque :

L (z,y) = (2, 9). (5.21)

La transformée d’une courbe plane continue est une courbe plane continue. I' agit également sur
les deérivees y()

r: (l’, Y, ylv o y(n)> — (i.a ,gv .7;,7 o ,g(n))’ (522)
ou: o
g = 49
dzk

Comme précédemment, on appelle k-prolongation cette relation. On peut calculer de maniére

itérative la dérivée:
S _ 4D D de Dt
dak de dzk D, gk

ol D, est I'opérateur différentiel total® par rapport a x:

D, =0, + y,ay + -+ y(n)a (n—1).

Y
La condition de symétrie s’exprime ainsi:
« 'équation différentielle y(™ = w (:L‘, TR --~y(”_1)) est invariante vis-a-vis de la trans-
formation Q si 9 = w (:%, 7, 7, ---g]("*l)). Inversement I' est dit constituer une symétrie de

I’équation différentielle. »

Par exemple, si on a:

&= F(z,y),
§ =Gz, y),
alors, on a:
dz = dF(z, y) = 0, Fdz + 0, Fdy,
dy = dG(z, y) = 0,Gdx + 9,Gdy,
d’ou:

dg  0.Gdx + 9,Gdy DG
dz ~ O0yFdx + 9yFdy D F’

avec Dy = Oy + y20,. Une équation différentielle du premier ordre y' = w(x, y) est invariante
par rapport a I' = (F, G) si §' = w(, §). On dit que Ggy(x, y, y') = DoG/D,F est le groupe
étendu une fois.

Si on pousse & l'ordre 2, on a:

dQ@ _ % _ QTG{I}dx +8yG{1}dy+ 8;G{1}dy’ _ DxG{l} _G (x , y”)
de#?  dz 0, Fdx + 0, Fdy D, F 2@y, YY)

2. A propos des problémes de notation, voir Cantwell (2002), pp. 193, 552-555
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Ces résultats peuvent se généraliser pour d’autres ordres ainsi que pour des groupes faisant
intervenir d’autres variables.

& Exemple. — Considérons la transformation :

r - (:cy):<iz>

On montre que c’est une symétrie pour 1’équation différentielle y” = 0. On a:

_ Doy _ —y/2ty /e _ A
D, & —1/x2 ’

@” _ Dy — xy, _ 1'23//
D,z ’

d’ou " =0 quand ¢y’ =0. O

Les groupes de Lie constituent un cas particulier d’application puisqu’on s’intéresse a des
déformations infinitésimales, ce qui revient a écrire pour un paramétre s petit:

G{p} = y(p) +S?7{p} et F'= $+S§.

On déduit par récurrence:

Np} = Dx"?{p—l} - y(p)Dxfa

a confronter avec I’éq. (5.16).

La force des groupes de Lie est qu’ils reposent sur une transformation infinitésimale, ce
qui simplifie les calculs grandement (on n’est pas obligé comme dans ’exemple plus haut de
calculer chaque dérivée et de vérifier la condition d’invariance a la main). Quand on va chercher
a vérifier Vinvariance d’une équation différentielle y(™ = w (aj, vy, Yy, y("_l)), on introduit la
transformation :

& =x+ 6+ O(s?),
§=y+sn+0(s%,
g™ = y™® + sngy pour 1 <k <.
Si ’on reporte dans I'équation g)(”) =w (if, 7, 1, -~-§("*1)), puis par un développement limité
a l'ordre 1, on tire:
Niny = §Wa + Nwy + Np1ywy + -+ Nn_13Wy -1 (5.23)

pour que ’équation soit invariante. On appelle cette équation la condition de symétrie linéarisée.
On ’écrit souvent sous une forme condensée en introduisant le générateur infinitésimal prolongé
(n fois) :

Xiny = §0y + N0y + n{l}ay/ + -+ T]{n}ay(n>. (5.24)

On vérifie alors que la condition d’invariance s’énonce simplement :

Xy (7 = w (2, 9,9/, 9™ D)) =0. (5.25)
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5.2 Applications

5.2.1 Premiére application: le changement de variable

On introduit le changement de variables suivant :

Les nouvelles coordonnées d’une image sont :

>

= F(A(z, y; M), B(z, y; A)), (5.28)
G(A(z, y; M), B(z, y; A)). (5.29)

y
1l s’ensuit que les coefficients de la transformation infinitésimale sont :

£ =F, £+ Fn=XF = X4, (5.30)
i =G +Gyn=XG = Xy, (5.31)

ou X désigne 'opérateur différentiel X = £0/0x+nd/0y, appelé encore générateur infinitésimal.
Le changement de variable dans le générateur X s’avére donc aisé.

Il existe plusieurs maniéres de rendre une équation différentielle de la forme u(x, y, ) =0
a variable séparable3. Par exemple, si 'on est capable de choisir F' et G telles que é =0et
7 =1, alors 71 = 0 et uy, = 0. Les quantités T et & deviennent des intégrales indépendantes de
Péquation caractéristique (5.20): 3 = H (%), avec H une fonction arbitraire. Pour arriver a cela
il faut résoudre:

Fu6 + Fyp =0, (5.32)
G+ Gyn =1, (5.33)

sous la réserve que F,G, — Fy,G, # 0. On dit alors que les variables (2,7) sont des variables
canoniques.

A noter que:

— ce résultat a une portée plus générale. Toute équation différentielle du premier ordre de
la forme y = f(z, y) qui est invariante par le groupe translation (x, y) — (x, y + A)
permet d’aboutir & une équation différentielle & variable séparable aprés un changement de
coordonnées convenable.

— le fait que £ = 0 (soit encore X& = 0) implique que F' est un invariant du groupe. Le
changement de coordonnées revient en un point donné (x, y) a introduire des nouvelles
coordonnées dites canoniques telles que & soit sur I'orbite et ¢ soit transversale & 'orbite
(a condition, bien sir, que le point ne soit pas invariant).

Ce résultat se généralise a des problémes & n dimensions. Considérons que 1’on ait un opérateur
infinitésimal X = &70/0x7. On peut lui associer un systéme d’équations caractéristiques, dont la
résolution nous donne n — 1 intégrales premiéres, c’est-a-dire n — 1 courbes invariantes R’ (avec

3. On parle d’équation différentielle a variable séparable quand en partant de ’équation originelle de la forme
¥ = f(z, y), on arrive par un changement de variable approprié a la forme ¢ = g(z’), qui est directement
intégrable: y(z) = [ g(z)d=.
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1 <i < n—1). Définissons une n™®courbe R telle que: X (R") = 1 (R" définit une famille de
courbes invariante globalement. Si on introduit de nouvelles variables:

r=R'(x)pouri=1,---n—1,
" = R"(x) + s,

alors le groupe opérateur s’exprime comme X = 9/9r™ dans ce nouveau systéme de coordonnées.
Tout groupe de Lie peut s’exprimer comme une simple translation dans un repére approprié.

& Exemple. — Considérons I’équation :

.yl —a)
y - CL'2
Si on applique le groupe « extension », on a:
o Y WP =N
\-1 \B—2,12 ’

qui n’est identique a la premiére équation que sous la condition: 8 = 1/2. Ce qui donne: £ = z,
n=1y/2, et y1 = —y/2. On veut maintenant rechercher les fonctions F' et G telles que £ = 0 et
n=1:

Fox+y/2F, =0,

Gzx +y/2G, = 1.

De la premiére équation, on tire que:

—_— = 27 = 2 s
x Y 0
et de la seconde équation, on obtient :
de _,dy _ dG
zx Ty 17

y/+/T est une intégrale de la premiére équation caractéristique et, de la seconde, on tire: G =
Iny? + H(y//z) ott H est une fonction arbitraire. On la prendra égale & 0. On effectue donc le
changement de variables suivant :

t=F(x,y)=y/Vz
§=G(z,y) =Iny?
Et inversement :
z =e?)3?,
Y= ed/2,
On déduit : o
dy dy e*y:i"?’g'/

dz — dy/vz  2(2i5 —2)
D’ot en reportant dans I’équation originale :
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solt encore:

O

On vient d’introduire la notion importante de coordonnées canoniques: r = r(x, y) et s =
s(z, y) définissent localement un repére, d’out le nom de coordonnées canoniques. La propriété
remarquable de ce repére est que la symétrie est équivalente & une simple translation. Notons
aussi que, par définition, puisque Xr = 0, r est un invariant du groupe et il est donc tangent
a lorbite du groupe; on 'appelle aussi premier invariant fondamental. De plus, il n’y a pas un
unique jeu de coordonnées canoniques: par exemple (F(r), s+ G(r)) (F et G étant arbitraires
mais continues) définissent un jeu de coordonnées canoniques.

Un second invariant fondamental existe, ce qui implique donc un autre changement de variable
possible. Il apparait quand on s’intéresse a la résolution d’équations différentielles, donc lorsqu’on
a besoin de manipuler des prolongateurs de groupe. Admettons que 'on veuille résoudre une
équation de la forme:

y™ =w(z, y, g,... 9" )

et que X soit une symétrie de cette équation. Introduisons les coordonnées canoniques r et s et
effectuons le changement de variable. On doit avoir quelque chose comme :

)

s =Q(rs, §,...,sm7)

Or dans ce nouveau repére, on a: X = 9, et X (s — Q) = 0, d’ou Q. On peut donc introduire
v = § comme nouvelle variable et on a alors:

v = Q(r v, v,... ,s(”_2)).

On peut faire des changements plus intéressants que v = §; tout changement v = f(r, $) peut
amener 3 des simplifications. On dit que v est également un invariant fondamental ; puisqu’il
dépend de $, on parle d’invariant fondamental du premier ordre ou de second invariant fon-
damental. Notons — et c’est un point important — qu’il n’est pas nécessaire de calculer s pour
définir v. En effet, le second invariant apparait comme étant aussi 'intégrale premiére du systéme
caractéristique du prolongateur d’ordre 1:

de  dr dy
& 0 b

Le premier invariant r est déterminé & partir du premier jeu de ’égalité et v en considérant le

reste de ’équation. Il n’est pas toujours évident de pouvoir résoudre I’équation caractéristique.

Une astuce qui peut marcher parfois est d’exprimer v en fonction de r comme le montre I’exemple

suivant.

& Exemple. - Considérons le groupe rotation X = —y0d,+x0,. Les invariants r et v vérifient :

Xr=0et Xy =0.
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r est donc une solution de I’équation caractéristique :
dz  dy

)

dont la solution est r = \/W De méme, v est donc une solution de I’équation caractéris-

tique:
dr dy dy/

—y r 1+y/2'
Or on peut écrire x = /12 — 32, donc:
dy —  dy
Vrt—y?r 1y

dont l'intégrale premiére est arctany’ — arcsin?. v est une fonction arbitraire de cette intégrale
premiére. On peut par exemple prendre la fonction tangente pour simplifier les calculs:

xy' —y
x+yy

v = tan (arctany’ — arcsiny) =
r

5.2.2 Seconde application : la méthode du facteur intégrant

Une autre méthode proposée par Lie et exploitant la symétrie par le groupe consiste a re-
chercher des solutions qui peuvent étre représentées paramétriquement par ¥ (x, y) = ¢ ol ¢ est
une constante. Par dérivation, ’équation différentielle est :

Ypdx + ydy = 0. (5.34)
L’invariance par le groupe implique que v doit également vérifier :
§o + 11y = 1. (5.35)

La difficulté est que I'équation différentielle se présente en général sous une forme quelconque:
M (z, y)dz + N(z, y)dy = 0.
Pour revenir a la forme 5.34, il faut que l'on ait: v, = uM et 1, = puN. La fonction p s’appelle

le facteur intégrant. La substitution dans 5.35 montre que I'on doit avoir :

1

TR (5.36)

W

2
—T P .
—% ou sous forme équivalente :

& Exemple. — Reprenons 'exemple de 'équation: g =
y(y? — x)dz + z?dy = 0.

En reprenant les coefficients de la transformation trouvée précédemment, on obtient :

B 2
a 2xy3 — 12y
On déduit que:
2y(y* — x)
= uM = .
VYo = 2y’ — 2%y

En faisant de méme avec 1y, on retrouve la solution déterminée précédemment. O
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5.2.3 Troisiéme application: groupes laissant une équation invariante

Il existe une méthode pour déterminer les groupes qui laissent une équation invariante. En
effet, pour qu’un groupe laisse invariante une équation différentielle de la forme F(z, y, ), il
faut que {F, + nkFy, + mFy = 0, soit sous une forme différentielle raccourcie:

XWF =o,

avec X = £, + N0y + MmOy le prolongateur d’ordre 1, avec m = 1, + yny — Y(& + 9€y)-
Comme cela doit étre vrai pour toute valeur de z, y, et g, il est en général possible de trouver
les équations que doivent vérifier les coefficients du groupe.

A noter que cela est vérifié pour les équations d’ordre supérieur. Si on appelle X *) le généra-
teur infinitésimal prolonge k fois [avec X ¥) = €0, +18, 4+, + 1m0, |, alors pour une équation
d’ordre n: y™ = w(zx, y, ¥,...,y" V), un groupe de symétrie laisse I'équation invariante si son
générateur infinitésimal vérifie:

x®) <y(n) —w(z, Yy, U,... ,y(”fl))> =0.

Considérons I’équation du second ordre de la forme:

y = w(x7 y7 y)'
On a:
m =Nz + nyy - y(gx + fyy) =Nz + (ny - fa:)y - gy?fy
ne = dm /dz — §d§/dx = 1y + (277961/ — &ea)Y + (nyy - 25:011)?)2 - 5yy93 + (77y — 26, — 351/?))?'/.‘

Le générateur infinitésimal 2 fois prolongé s’écrit :

X® =€, + 00y + (ne + (1y — &) — &3°) O+
(77m + (202 — Eaa)Y + (Nyy — 2§my)yz - gyyy?) + (ny — 2& — 3§yy)y) 0.
La condition X @ () — w) = 0 donne:

Nza + (277wy — &)y + (77yy - 2§xy)y.2 - 5yy3)3 + (77y — 28, — 3£yy)w =
Ewy + NWy + (7750 + (ny - éx)y - 5@/?)2)‘*@'

3 Remarque: dans la maniére de construire cette équation, on considére que =z, y, y, et §
sont des variables totalement indépendantes, notamment 0,4 = 0. Quoique d’allure complexe,
I’équation précédente est en fait plus simple parce que, d’une part, elle est linéaire et d’autre
part les coefficients infinitésimaux sont indépendants de y. L’équation peut donc se décomposer
en une série d’équations aux dérivées partielles élémentaires, appelées équations déterminantes
en réunissant* les termes devant une puissance de .

& Exemple. — Prenons I'exemple de I’équation trés simple §j = 0 (soit encore w(w,y, ) = 0).
On a alors:

Nzx + (277zy - §m)y + (nyy — 2§$y)y2 — fyy:l]g =0.

Comme & et n sont indépendants de ¢, cette équation induit un certain nombre d’équations a
vérifier :

Nez = 0, 277381/ = &oas Myy = 25909’ et éyy =0.

4. 11 existe plusieurs astuces de calcul, voir Hydon (2000), pp. 51-52.

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



Chapitre 5. Les équations différentielles et leurs symétries 89

D’ou on tire: n = A(x)y + B(z), puis £ = A(x)y? + C(z)y + D(z), ou A, B, C, D sont des
fonctions arbitraires. En se servant des autres relations, on tire que:

E=c1+c3z+oesy+ 07:102 + cszy,
N =c2+ cay + cex + crxy + 08927

avec ¢; des constantes. Le générateur peut se décomposer en:

X = ZCiXu

avec X1 = 0, Xo = 0y, X3 = 20, X4 = y0y, etc. 0O

Comme cela est apparent dans 'exemple ci-dessus, on arrive généralement a décomposer le
générateur infinitésimal X en une combinaison de formes élémentaires X;. Les coefficients de
cette combinaison sont les constantes d’intégration qui sont introduites dans la résolution des
équations élémentaires. Si on trouve y constantes, cela veut dire que le générateur appartient a
un espace vectoriel £ de dimension x et de base (X;)1<i<y. On appelle £ un groupe de Lie & x
parameétres ou encore groupe généré par L. La valeur de la dimension x dépend de l'ordre n de
I’équation différentielle ; on montre que pour n = 2, on a x =0, 1, 2, 3, ou 8. Pour n > 2, on a
X < n + 4. Si Véquation est linéaire, alors xy € {n+ 1, n + 2, n + 4}.
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5.3 Algeébre de Lie

5.3.1 Commutateur

Considérons deux groupes munis de leur opérateur de groupe I'* et T'*. On définit le commu-
tateur de la fagon suivante:

{re, v} = 191’ — (). (5.37)

Pourquoi une telle formulation 7 Sil’on compose deux opérateurs, on se retrouve avec des dérivées
d’ordre 2. Avec la définition du commutateur, on retranche ces dérivées d’ordre 2 et on ne garde
que les dérivées d’ordre 1. Le commutateur de dérivées de Lie est donc une dérivée de Lie. Cette
opération a également d’autres propriétés qui vont permettre de conférer une structure dite
d’algébre & un ensemble d’opérateurs.

5.3.2 Algébre de Lie

On dispose de 7 générateurs infinitésimaux T* = ¢'0/0z" (avec 1 < i < n, n étant le nombre
de variables indépendantes). On peut définir une algébre de Lie A" de dimension r avec les
propriétés suivantes:

— A" est un espace vectoriel engendré par la base (I'¥);<j<,;

— le commutateur est anti-symétrique: {T'?, '’} = —{I'’, I'"*};

si I'* et T appartiennent & A", alors {I'®, T} appartient aussi 4 A”. On peut donc écrire:
{re, 1°} = ﬁngk (sommeé sur k). Les coefficients ng sont les constantes de structure de
Ualgébre A" ;

les opérateurs sont associatifs vis-a-vis de ’addition ;

— le commutateur est semi-linéaire

{al® 4+ BIY, T¢} = oI, T} 4 B{I°, I} ;

les opérateurs vérifient I'identité de Jacobi:
{{re, %}, T°} + {{T'°, T}, %} + {{I'%, T°}, "} = 0.

(permutation circulaire sur les indices).

On représente souvent les relations entre générateurs a I’aide d’un tableau donnant les constantes
de structure deux a deux (la diagonale du tableau est nulle puisque {I', I'} = 0 et le tableau
forme une matrice anti-symétrique).

& Exemple. - Considérons 'algébre A3 générée par:

0 0 0
X="Y=0—, Z=0>—.
oz’ Tor v ox
On a la table suivante
X Y Zz
X 1|0 X 2Y
Y| -X 0 Z

zZ | =2Y —-Z 0
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On peut définir des sous-algébres. On parle d’idéal pour désigner une sous-algébre A9 (¢ < r)
qui absorbe les autres éléments :

VX e A1, VY e A", {X, Y} € A4
On parle d’algébre solvable quand on peut former une chaine croissante de sous-algébres
AcAtc--cA e,

telle que A soit une algébre de dimension k et A*~1 soit une sous-algebre idéale (pour 1 < k < r).
A® désigne 'algébre nulle {0}.

Cette notion de sous-algébre solvable est essentielle lorsqu’on cherche & réduire ’ordre d’une
équation différentielle. Notons aussi d’ores et déja que l'existence d’une chaine ordonnée im-
plique qu’il existe un ordre dans lequel on doit appliquer les symétries pour réduire 'ordre d’une
équation différentielle.

En pratique, quand on dispose d’une algébre de dimension r, on recherche les constantes
de structures non nulles et les commutateurs associés. On obtient un premier ensemble, qui est
nécessairement un idéal. Notons-le £, Si £(1) = A", on ne peut pas aller plus loin ; sinon, on
peut rechercher §’il existe parmi les commutateurs non nuls une nouvelle sous-algébre idéale.

& Exemple. — Considérons A® = {X; = 9, X2 = 20y, X3 = 2°0y, X4 = 0, X5 = 20,}.
On a la table suivante

X1 Xo X3 Xy X5
X110 0 0 0 0
X2 |0 0 0 -X1 - X5
X310 0 0 —2X9 —2X3
X410 X; 2Xy 0 Xy
X510 Xo 2X3 —X4 0

Il s’ensuite que X5 n’apparaissant pas dans les commutateurs, on a £ = { X, Xy, X3,X,}. Si
'on regarde dans le tableau les commutations au sein de £(1) tous les commutateurs sont des
fonctions de X et Xy, donc £&) = {X|,X,}. On ne peut pas aller plus loin, mais on est arrivé
& construire une chaine d’idéaux, donc ’algébre est solvable. O
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5.4 Solutions invariantes des équations différentielles

Meéme lorsqu’on connait les symétries d'une équation différentielle, il n’est pas toujours simple
de trouver analytiquement des solutions. Dans certains cas, il est possible de trouver des solu-
tions en recherchant les invariants du(des) groupe(s) laissant invariant ’équation différentielle.
Rappelons qu’une fonction u est un invariant du groupe associé aux coefficients infinitésimaux
(&, m) §'il s’exprime comme une fonction de l'intégrale premiére de 1’équation caractéristique :

de _dy _du
& n 07

qui peut se former sous la forme condensée suivante: Q(x, y, y') = n — &' = 0. 11 suffit de
résoudre cette équation différentielle du premier ordre et d’examiner si ses solutions peuvent étre
des solutions de I’équation différentielle.

& Exemple. — Considérons I’équation de Blasius:

"

y" = —yy",
invariante vis-a-vis des symétries générées par le groupe translation et puissance:
X1 =0p et Xo =20, — y0y.

Appliquées successivement, ces symétries permettent d’aboutir & une équation d’ordre 1, mais
on ne sait pas la résoudre. La seule possibilité de trouver des solutions analytiques est de re-
chercher les solutions invariantes. Pour X7, la solution invariante est la solution de I’équation
caractéristique ¢y’ = 0, c’est-a-dire y = ¢, qui vérifie également 1’équation de Blasius. Pour Xo,
I’équation caractéristique est :
Q=-y—ay =0,

dont les solutions sont : y = cx ™!, qui sont également solutions de I’équation de Blasius si ¢ = 0
ou ¢ = 3. A noter que toutes combinaisons linéaires de symétries est également une symétrie de
I’équation, donc X = kX1 + Xo avec k # 0 est la forme générale des symétries & un paramétre.
Son équation caractéristique est :

Q:—y—($+k')y/:0,

dont les solutions vérifiant 1’équation de Blasius sont: y =0ety =3(x +k)~1. O

Une solution invariante a également d’autres propriétés intéressantes & exploiter. Introduisons
la coordonnée canonique invariante r(z, y). Par définition on a: Xr = &r + nr = 0. On peut
écrire cette équation sous la forme:

EDr + Qry = 0.

Si y est une solution invariante de I’équation différentielle, alors on a ) = 0, donc de ’équation
différentielle précédente on tire que pour § # 0, D7 (z, y) = 0. Donc une solution invariante y(z)
est de la forme r(z, y(x)) = c. On peut également rechercher les solutions invariantes vérifiant
la condition &(zx, y) = 0.

Enfin, une technique qui peut s’avérer intéressante quand I’équation caractéristique est diffi-
cile & résoudre est de rechercher les solutions invariantes en posant :

(z, y)
n(z, y)’

Y (x) =
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puis de calculer successivement toutes les dérivées de y, ensuite de les exprimer en fonction de y
enfin de les reporter dans I’équation différentielle, qui est alors plus qu’une fonction algébrique
en y et x.

& Exemple. — Considérons ’équation différentielle :
y/// y3 — 1’

invariante sous la symétrie X = zd, + iy(?y. L’équation caractéristique est :

3 /
=-y—uxy.
Q=y—ay
Toute courbe invariante vérifie donc: 3
r_°2Y
YT ar
Cette équation est intégrale (on obtient Iny = %lna: + ¢, mais on va procéder autrement).

Calculons la dérivée seconde puis troisiéme :

_ 3y _ 3y
4z 422 1622

m_ 3y 3y 1y
16x 8x3 64x3
En reportant dans ’équation différentielle, on trouve que les solutions invariantes par X sont:

1/4
y == <64> 23/,
15

5.5 Cas particulier des équations du premier ordre

5.5.1 Indétermination des équations caractéristiques

Pour les équations différentielles du premier ordre, il n’existe pas de méthode systématique
qui permette de déterminer les groupes laissant 1’équation différentielle invariante. Il faut donc
deviner ces groupes. Il est utile de disposer d’un critére permettant une vérification rapide de
Iinvariance d’une équation sous ’action d'un groupe.

Considérons une équation différentielle :

A(z, y)dy — B(z, y)dz = 0. (5.38)

La solution 9 (z, y) est invariante sous I’action du groupe® (trivial) Y = A9/0x + BJ/dy: @
Y1) = 0. Cherchons si le groupe (non trivial) X = £0/0x + nd/dy laisse I'équation invariante.
Calculons le commutateur :

0

(XY} = (XA- Yg)a% HXB=Ya)g

5. On prendra garde au changement de signe pour 'opérateur Y. Le résultat peut se montrer simplement en
prenant ) = y — f(x): on a bien —Af’ + B = 0, soit encore y' = B/A.
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On trouve que {X,Y }1v = 0. Donc % est solution de deux équations linéaires de second membre
nul: {X, Y} =0 et Y = 0. Le déterminant du systéme est donc nul, ce qui entraine que 1’on
doit avoir ’égalité:
A
XA—Y{zE(XB—Yn). (5.39)
Cette équation peut servir soit & tester des symétries, soit a tenter d’en deviner.

& Exemple. — On considére I’équation :

dy _1-y’

1.
dx xy +

On cherche & déterminer des groupes de symétrie pour cette équation. Pour cela on considére
des coefficients infinitésimaux de la forme:

§=a(z) et n = B(x)y +y(z).

En reportant dans l'équation (5.39), on obtient une équation qui peut se comprendre comme la
somme de termes indéterminés associés & une puissance de y. On aboutit alors au systéme:

v=0,8=d,etd +a/xr=0,

dont la solution est « =cx L et f = —cx2. O

5.5.2 Solutions singuliéres des équations différentielles du 1°* ordre

Lorsqu’on recherche a résoudre une équation différentielle de la forme y' = f(x, y), on peut
la mettre sous une forme équivalente :

Az, y)dy = B(z, y)dz,

avec f(x, y) = B/A. Si on définit Vopérateur différentiel X = A9/0x + BO/dy, une carac-
téristique est une fonction ¥ (z, y) qui vérifie I’équation aux dérivées partielles: X1 = 0. Les
solutions de 1’équation différentielle sont les fonctions y(x) telles que ¥ (zx, y(x)) = ¢, avec ¢
une constante. Supposons que v soit invariante sous ’action d’un groupe dont 'opérateur est
Y =£0/0x +nd/dy. On a donc: Y1) = 1. Les caractéristiques 1) sont donc invariantes sous I’ac-
tion des deux groupes représentés par X et Y. C’est la résolution des deux systémes d’équations
X1 =0et Yy =1 qui permet de trouver les dérivées de ¥ et donc de remonter a la solution
y(z) (c’est une autre maniére de présenter la méthode du facteur intégrant).

Dans certains cas, le groupe associé & Y ne laisse pas seulement invariante la famille de carac-
téristiques 1) mais également la famille de solutions. Dans ce cas, la famille de solutions posséde
une enveloppe, dont I’équation est également solution de I’équation différentielle originale. On
I'appelle solution singuliére.

Ces solutions sont d’une grande importance dans les problémes pratiques (non linéaires)
car elle renseigne sur l'existence de solutions « universelles » vers lesquelles le systéme tend
indépendamment des conditions initiales.

& Exemple. - Considérons I'équation de Clairault : zy’? — yy’ +m = 0. Cette équation est
invariante sous la dilatation : = €2z et §j = ey, dont Popérateur est Y = 229/0x +yd/dy. On
peut se ramener 4 la forme donnée ci-dessus en prenant: A(z, y) = 2z et B(z, y) = y + (y* —
4mx)1/2. Par la méthode du facteur intégrant, on trouve que la solution est: y = x + m/v.
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_ 7 N
Figure 5.1 : solutions de I’équation de Clairault (avec ici m = 1).

Comme le montre la figure 5.1, il est visible que la famille de solutions admet une courbe en-
veloppe. Recherchons une courbe qui soit a la fois solution de I’équation de Clairault et invariante
sous l'action de 'opérateur Y. On exprime ces deux conditions sous la forme:

wzm):y_f(‘r):o
YYiny =0= 2zf, +y=0
Ady + Bdx = 0.

On trouve f(z) = £2y/mz. O

5.6 Résolution des équations du second ordre: théoréme de ré-
duction de Lie

Quand on veut résoudre une équation différentielle du second ordre de la forme:

w(x, y, 9, §) =0,

il est possible de réduire son ordre de la maniére suivante lorsqu’on peut trouver un groupe
(&,m) qui laisse I’équation invariante. On peut déja faire remarquer que I’équation précédente est
équivalente au systéme d’équations:

u=y,
w(z, y,u, 1) = 0.

Supposons que ce systéme soit invariant quand on le transforme & I’aide du groupe une fois étendu
(&,m,m). Cela veut dire qu’il existe des surfaces qui sont invariantes par ce groupe. Notons les
&(z, y,u,c) ol ¢ est un parameétre. L'invariance entraine que la fonction ¢ doit vérifier I'équation :

E¢IE + 77<l5y + n1¢u = 07
dont I’équation caractéristique s’écrit :

dx dy du

Exy) nlz,y)  mz, yu)
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Il est de 1a possible de tirer deux intégrales: l'une, p(z, y), invariant du groupe, est obtenue
par intégration de la premiére paire d’équations. La seconde, notée q(x, y, y) et appelée premier
wariant différentiel, est obtenue & partir de la seconde paire. Il s’ensuit que la fonction ¢ doit
s’écrire comme une fonction (arbitraire) G de p et ¢: ¢ = G(p,q). Lorsque p et ¢ peuvent étre
déterminés explicitement, on est alors en mesure de déterminer de maniére explicite G (& noter
que puisque p et ¢ sont deux invariants du groupe, G l'est également). En pratique, cela peut se
faire en calculant dp/dz, dg/dz, puis en faisant leur rapport dg/dp. L’équation résultante peut
parfois étre résolue en utilisant les propriétés de symeétrie vis-a-vis du groupe.

5.7 Résolution des équations différentielles d’ordre n (méthode
des invariants)

Si une équation différentielle d’ordre n posséde R symétries (R < n), on peut réduire 'ordre
de R et obtenir une equation différentielle d’ordre n — R (si n = R, on obtient une équation
algébrique). L’équation différentielle s’écrit comme une fonction I de n — R dérivées, chacune
appelée invariant différentiel. Voici comme on peut obtenir un tel invariant: pour chaque k

(1 <k < R), on exprime que I est un invariant du ki*™¢ groupe X *) .
x®r=o.
soit encore:
R
& Lo +mdy + -+ = 0.
Sous une forme matricielle, cela veut dire que ’on:
R
&g oom oo }Iym) I, 0
R
2 M2 - Ty (R) Y
¢ s I, | |o
S : o : :
Er MR My }Iym) Ly 0

La matrice est de dimensions R+ 2 x R. Sous réserve qu’elle soit de rang R, on peut dire que le
systéme admet 2 solutions fonctionnellement indépendantes, qui peuvent étre déterminées par
la méthode d’élimination de Gauss (visant & former une matrice triangulaire) et la méthode des
caractéristiques. On note r et v ces solutions, dites invariants fondamentauz. Fn calculant les
dérivées successives dv/dr et en les exprimant en fonction des dérivées de y, on peut finalement
écrire I’équation différentielle sous la forme réduite :

o™ B = Q(r, v, ..., 0P ED),

Si cette équation différentielle peut étre résolue, on a une expression de la forme v = F(r, c1, ..., ¢hp—R).
Cette équation est équivalente & une équation d’ordre R quand on exprime les invariants fon-
damentaux en fonction de z et y. Cette équation est elle-méme invariante par les R symétries.
Si lalgébre posséde une sous-algébre solvable suffisamment grande, on peut réduire ’équation.
Supposons que Xi,--- Xr_1 forment une sous-algébre et gardons de cété la derniére symétrie
Xpg. On note (rg—1, vr—1) les invariants fondamentaux de sous-algébre. Le groupe X admet rg
et sg comme coordonnées canoniques, que ’on peut exprimer a ’aide des variables (rgr_1, vr—1):

(rr, sr) = (rr(rg—1, Yvr—1), SR(rR—1, VR—1)) -
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Résumons-nous :

— Oun part d’'une équation différentielle d’ordre n > 2

y(n) = W($, Y, == y(n—l))’

invariantes sous l'action de R symétries X; (1 <i < R).
Si on introduit (rgr, vg) les invariants fondamentaux et qu’on opére un changement de
variable, on se raméne & une équation différentielle d’ordre n — R :

v B) = Q(r, v, ..., 0TE),
Admettons qu’on sache résoudre cette équation on a donc:

vr = F(rg, c1,- -+, tn—R),
avec ¢; les constantes d’intégration. Si on se raméne aux variables primitives, cette équation
algébrique est en fait une équation différentielle d’ordre R.
Si on introduit le second invariant fondamental vgp du groupe Xp, on sait que vy doit
s’exprimer comme une fonction de rg et $g = dsp/drr: vg = v(rr, $gr). Or, dans le
méme temps, on a: vg = F(rg), d’ou implicitement il doit exister une fonction G telle
que:

S R — F (7” R),

dont l'intégration donne:

TR(TR—1, YVR—1)
SR(T’Rfl, URfl) :/ G(TR)d’I“R + CR.

Cette équation fournit une relation implicite entre vp_1 et rr—1 comme celle indiquée plus
haut pour vg et rg, donc on peut itérer le procédé (en principe).

— la condition pour qu’une telle itération marche est que l'algébre soit solvable.

& Exemple. — Considérons I'équation différentielle :

2
y @ = 5(1 — ")y,

dont il existe trois symétries :

X1 = 0z, Xo = 20, + Y0y, et X3 = 220, + 2xy0y.

On peut donc réduire Uordre de 3 et les invariants fondamentaux sont obtenus par la résolution

de:
I
10 0 0 0 I, 0
x y 0 —y — 2y Iy’ — 1o
22 2xy 2y 2y —2xy" —dxy" Ly 0
Iy//l
Aprés élimination de Gauss, on a:
I
100 0 0 I, 0
0y 0 —y” 2" Iy — 1o
00y o 0 Iy 0
Iy///
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La troisiéme équation donne: yI,y + y'I,» = 0, dont I’équation caractéristique est :

dy/ dy//

dont un invariant s’écrit 2yy” — 2. I est donc une fonction de la forme I(z, y, yvy" — v'%, ¥'").
La seconde equation donne: yI, — y"I,» — 2y I,,n = 0, dont I'équation caractéristique est :

% B dy” B _dy//

y -y oy

YA

dont un invariant s’écrit y?y”’. I est donc une fonction de la forme I(z, yy” — v, y%y"). De

la premiére équation, on tire que I, = 0, donc I(yy” — y'?, y?y""). Les invariants fondamentaux

sont donc: r = yy"” —y"? et v = 3%y, qui sont respectivement d’ordre 0 et 1. L’invariant d’ordre

2 s’obtient par différentiation :
dv  Dyv yy®

/
R =27 =1
dr  Dgr  2y"” +y ’

dont la solution est: v = r 4 ¢. L’équation & résoudre est finalement équivalente & I’équation

d’ordre 3: )
y/// o 2yy" —y'“ +c

= )2
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5.8 Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle contient également les notions de symétrie et d’invariance dévelop-
pées dans la théorie de Lie. Il s’agit d’un sujet central dans la modélisation, particuliérement
pour la construction de solutions a des équations de type probléme aux frontiéres (boundary
value problem). On se reportera & 'ouvrage de Barenblatt (1996) pour une introduction plus
compléte & ’analyse dimensionnelle.

Le théoréme de Buckingham ou encore théoréme Il énonce que si une grandeur X dépend de n
parameétres ou variables W;, dont les unités physiques font appel & m dimensions fondamentales

L; (temps, masse, longueur, température, etc.), par une relation de la forme X = f(Wy,--- , W,,),
alors il existe k = n —r (avec r le rang de la matrice dimensionnelle® B, en pratique 7 = 2 ou 3)
nombres sans dimension 7; tel que m = f(my,---, m), avec m le nombre sans dimension associé
a X.

On peut utiliser ce théoréme dans le cas d’équations différentielles. Considérons une équation
différentielle faisant intervenir une variable dépendante u et £ variables indépendantes x1,--- , xy
ainsi que p paramétres dimensionnels cq,---, ¢,. On a besoin de m unités fondamentales pour

définir les dimensions des variables indépendantes [z;] = Ll{” -+ LYmi_On peut donc former une
matrice dimensionnelle :

bi1 b2 bie

bar  ba2 bay
B, =

bml bm2 te bm(

On peut faire de méme avec les parameétres ¢; et écrire une matrice Bo qui est de dimension
m X p. La matrice dimensionnelle du probléme s’écrit :

B = [B;|B3]

et elle est de dimension mx (¢+p). On cherche une formulation sans dimension du probléme, ce qui
permet de réduire le nombre de variables. La diminution du nombre de variables indépendantes
est p = r(B1) = r(B) — r(Ba2), ou R(B) désigne le range de B. On peut former ¢ — p variables
indépendantes sans dimension; p — r(Bg) paramétres adimensionnels peuvent étre former. Si
au cours de ce processus pour la recherche de nombre sans dimension, on a £ — p = 1, alors le
probléme est dit auto-similaire.

Le probléme est qu’en général on manipule des grandeurs adimensionnels qui font appel a la
fois & des variables dépendantes et a des parameétres. Lorsqu’on recherche des invariances (e.g.,
des groupes de Lie & un paramétre tels que le groupe extension), les grandeurs adimensionnelles
construites ne sont basées que sur des variables indépendantes. Barenblatt (1996) a introduit la
notion de solutions auto-similaires de premiére espéce et de seconde espéce selon que le processus
de réduction est opérant par analyse dimensionnelle seule (les nombres sans dimension construits
a partir de x; et ¢j) ou par application d’un groupe extension sur les variables z;.

6. On peut écrire que 'unité de chaque grandeur W sous la forme [W] = L?l ... L% La matrice B est une
matrice m X n, dont les colonnes correspondent aux vecteurs dimensions [W;]. Cette matrice doit étre invariante
par tout changement d’unité; voir (Bluman & Anco, 2002), pp. 5-16
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Chapitre

Fxemples traités

Nous commencons par un exemple basique ot les méthodes de résolution sont présentées
(§ 6.1.1). Ensuite, on donne un exemple (équation d’Emden-Fowler, § 6.1.2), ot une solution
complétement analytique n’est pas possible; la recherche de symétries permet néanmoins de
simplifier le probléme. Nous verrons aussi 'utilisation du portrait de phase comme technique
d’étude qualitative des solutions des équations différentielles du premier ordre. On finira par
I’équation de Blasius. On présentera la méthode du tir ou encore shooting .

6.1 Equations du second ordre

6.1.1 Résoudre I’équation yij — 7> — a®y®> =0
Mise en forme
L’équation yij — 9% — a®y® = 0 peut s’écrire § = w(z, y, ), avec w(z, y, ¥) = ¥%/y + a®y>.

X est une symétrie de I'équation si si X(9y(§ — w(w,y, ¥)) = 0.

Equations déterminantes

—2yn(2,y)a® + v*n OV (2,9)a® — 252610 (2,9)a® + 730 (2,9) = 0 (6.1)
12 (2,9)y? — 260V (2,9)y? — OV (2,9)y +n(2,y) = 0 (6.2)

3a2¢0D (2,y)y° — 2p1Y (2,y)y + €29 (2,y)y + 210 (2,y) = 0 (6.3)
OV (2,y) + 402 (2,9) = 0 (6.4)

Algébre
On résout le systéme en faisant I'hypothése que n = a;z7y* et & = bjxfy* (avec ici, par
exemple, 'ordre maximal j + k égal & 2). On trouve: n = ajg — biaz/2 et & = bioy. Les symétries

sont donc le groupe translation Xy = 9, et dilatation Xy = —50, + y0,. Les constantes de

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



102 Chapitre 6. Exemples traités

structure sont :

T
[X17X2] = a:]c _56:10 +y8y) - (_ 0, +ya ) (a )
1 1
X1, X9l = -0, = —=X;.
[X1,X5] 23:1: 5 X1
On a la table suivante
X1 X
X |0 —2X;
Xo | 3X1 0

Recherchons les prolongations a l'ordre 2. On a pour X1: & =1, n=0, 7 =0, et 92 = 0.
Les invariants de X; sont: ry =y et v; = 9.

On apour Xo: & = —%, n=1y, n = 57, et o = 2jj. Les invariants de X, sont donnés par:
p 2 2
dz dy dy

—z/2 y  3yy/2

soit : yx? et 23y ses invariants.

On verifie facilement que X;(§ — w(w,y, ¥)) = 0 quelle que soit la valeur de a. Par exemple
avec Xo:

T 3. .
Donc:

X{2}<y) yX 1::1/7

.9 .
y 3.2y

On a donc bien Xs(j —w(w,y, ¥)) = 2(§ —w(w,y, y)) = 0. L’ algebre est solvable et la chaine de
sous algebre est {{0},{X1},{X1,X2}}.

Invariants fondamentaux

Les invariants fondamentaux sont obtenus par la résolution de:

Iy
1 0 0 0 I, | |0
—x/2 y 3/2y 24§ Ly | [0
Iy
On aboutit & I’équation caractéristique :
dy dy dgj
y 3y 2y

Les invariants fondamentaux sont donc r = 5/y%/2 et v = §j/y?. L'équation différentielle s’écrit
donc:

v:a2+r2

Pour résoudre cette équation, nous allons utiliser que ’algébre {X;,X2} contient la sous-algébre
{X1}. On se sert donc d’abord du groupe restant Xy qu’on cherche & exprimer dans la base des
invariants de Xi1. On a X9 = —3$0, +y0, en faisant le changement de variable (x, y) = (r1, v1)-
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Ses coefficients infinitésimaux sont : f = Xorp =y=mretn = X2{1}vl = %y = %vl. Donc:

Xo =110, + %vl&,l. Si on prolonge a 'ordre 1, on a: 7y = Dy, 7 — bldé/drl = 01/2. Dans cette
base, les invariants sont :

d?”l dvl df)l

1 31}1/2 1'21/2’
< g 3/2 .12
c’est-a-dire: ro = vl/rl/ et vy = vl/rl/ )
Calculons maintenant les coordonnées canoniques :

U1

3/2°
T

Xorg =0=1y =

Xoso =1= s9 =1Inry.
On en déduit que:
dsy  Dysy o 1 2

- - 3 v 1 3 n 0 _
d?‘g DTIT'Q —5 753 —|——3/2 —573/3 —|——1/2 3T2+Ug
1 1 "1 ™1

Il faut maintenant exprimer ry et ve en fonction de v et r. On sait qu’il existe une relation entre
eux puisque v et r sont les invariants fondamentaux de {X;,X2}, donc de X5. On trouve tout
de suite que 7o = r. Pour ve, notons que:

0p 1 dvyde 1 4§  w

V9= —m = ———— = 4 .
v/ o dzdr Y2y
En reportant dans dsy/dre, on tire:
d82 2 2T2

5.2 PR
drs —3ry + % a2 — 27‘2
En intégrant, on trouve:
s = &g — In(2r3 — a?),
oll ¢ est une constante d’intégration. Exprimons ce résultat en termes de r; et vy :
2
. v
Inry =¢é —1In <2:1,) - a2> ,
1
ou encore
2 2 2
2v7 = ri{(ea + a®ry),
avec ¢y = e®. On réitére le procédé. On considére le groupe X;. Ses coordonnées canoniques
sont (1, $1) = (y,z), son second invariant fondamental v; = g, et on a:
ds; 1 1 1 1

dT’ligivil \/§T1v02+a2r1

2 a?
$1 = c¢1 — ——arctanhy /1 + —rq,
1/ C2 C2

avec ¢1 une constante d’intégration. Soit encore

2 aretanhy |14+ &
T = ¢ — ——arctan —,
v/ C2 ()]

y = % <tanh2 [(m - cl)\/ﬂ - 1) :
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Variante : résolution successive

On peut procéder différemment en faisant des réductions d’ordre successives. Comme [X7,X5] =
0. Commengons par Xi. Ses invariants sont: r; = y et v1 = y. D’ol on tire:

dvy i

dry ¢’
et on tire:
riv10] — 1)% — aQTi’ =0.
C’est une équation de degré 1, dont la primitive est :

C1T1

v = D)

crary —1°

Si I'on remplace r1 = y et v1 = ¢, on tombe sur une intégrale du premier ordre, qu’on ne sait pas
intégrer commodément. On peut utiliser la deuxiéme symétrie X5. Exprimé dans les coordonnées
(r1 v1), ce groupe prend la forme: Xo = r10,, + %vlavl, dont les invariants sont: ry = vl/rf/Q

- 1/2 1. . s . . .
et vg = vl/rl/ . L’équation différentielle devient : rove — 73 = a?, soit :

. 2449
v a”+ ry
1/2 3/27
™ v1 /7y
2,.2
a‘ry v
V] = —— + —.
U1 1

D’ou:

dont une primitive est :

2_arctanhy 1+ &
C1 — ——arctan —Y.
1/ C2 C2

On retrouve le résultat précédent :

y=2 <tanh2 {(w - cl)\/ﬂ - 1) .

a2 2

6.1.2 Résoudre ’équation j + 2y/x + y" = 0 (Emden-Fowler)
Mise en forme
[’équation d’Emden Fowler peut s’écrire §j = w(z, y, y), avec w(zx, y, ) = —2y/z —y". X
0.

est une symétrie de I'équation si si X0y (3 — w(w,y, ¥)) =

Equations déterminantes

nan(z, y)y" — zn O (z, y)y"t + 22600 (2y)y" 4 2000 (2, y)y + 20O (2, y)y = 0
32200 (2, y)y" — 26(2yy) + 22610 (2, y) + 2021 (2,y) — 2220 (2, y) = 0
460D (2, y) + 270D (2, y) — 226D (2, y) = 0

0D (z, y) =0

La seule solution trouvée est le groupe « extension » : X = 20, + pydy, avec ici f =2/(1 —n).
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Figure 6.1 : Solutions de I’équation d’Emden-Fowler [avec ici f = —1/2 (n = 5)] dans ’espace des invariants
(r, v).
Invariants
La prolongation & l'ordre 2 de ce groupe est:
X{Q} =20, + ﬁyﬁy + (5 — 1)y6y + (B — 2)y8y

Les invariants sont : r = y/2” et v = 5/2%~1. On déduit que:

dv . _(/8 - 1)3[;% + xﬁy;l

dr y ¥
dr BT+ 5

En reportant dans I’équation originale on aboutit &:

dv _rﬁ_2/5+ (B+1)v
dr v— Br ’

Résolution numérique

On a pu réduire l'ordre de 1, mais I’équation résultante n’est pas facile a résoudre. Il faut
procéder numériquement et pour cela il faut connaitre les conditions initiales. On va examiner
deux petits problémes. Pour cela on peut tracer les comportements de la solution en regardant
ce qui se passe dans le plan (r, v), c’est-a-dire en dressant un portrait de phase.

L’équation se met sous la forme
dv  f(r v)

Eiv—ﬁr

On peut tracer deux courbes importants:

— le lieu f(r v) =0 ou la solution v(r) admet une tangente nulle;
— le lieu v — Br = 0 o1 la solution v(r) admet une tangente infinie;
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Il y a deux points singuliers pour lesquels on a les deux conditions réunies (ce sont les intersections
des deux courbes). Comme reporté sur la figure suivante, on peut aussi tracer le champ tangent
correspondant aux pentes que doit prendre localement la solution.

L’équation étant invariante par le groupe extension, une question naturelle qui vient & se poser
est de savoir §’il existe un comportement asymptotique de la solution. Une équation différentielle
est invariante pour le groupe extension si elle peut s’exprimer en fonction des invariants de ce
groupe, c’est-a-dire si on peut écrire:

y oy Y
’ (m:a—lw) -0

Il doit donc exister des solutions de la forme y = Az? solution de cette équation. La constante
A doit par ailleurs vérifier : ¢p(A,fA,(8—1)A) = 0 et quand il y a plusieurs racines on montre que
c’est la plus petite qu’il convient de prendre. Notons que ’on recherche des solutions admettant
y = Az? pour asymptote, on fixe la limite en co: y — 0 (pour B < 0). S’agissant d'une équation
différentielle du second ordre, il faut une autre condition aux limites, en général en x = 0 (par
exemple en fixant f(0) = a). On parle alors de probléme auz conditions auz limites en deuz
points. Ce type de probléme pose des difficultés dans les résolutions numériques ; une méthode
couramment employée est celle du tir (shooting method), qui consiste a deviner la valeur de la
dérivée au point origine, & résoudre numériquement, puis & vérifier que la second condition aux
limites est vérifiée.

Revenons maintenant au plan (r v). Dans ce plan la solution asymptotique y = AxP est
représentée par un point P (r = A v = fA). Comme A vérifie également f(A,5A) = 0, cela
veut dire que le point-solution P est singulier puisqu’en P, dv/dr = 0/0; c’est donc une forme
indéterminée. L’indétermination peut étre levée en utilisant la régle de L’Hépital qui stipule que:

Si f(a) = g(a) = 0, si ¢’ ne s’annule pas, et si f'/¢’ admet une limite A en a, alors f/g admet
aussi A comme limite en a (ce résultat vient du théoréme des accroissements finis).

Une conséquence est que, si m désigne (dv/dr)p alors m est la solution de 1’équation :
_ Dy f(A,BA)
m=———/,
m—f3
avec D, = 0, + m0,. Le comportement autour d’un point critique (rp vp) est examiné en
linéarisant chacun des membres du rapport. On a ainsi:

xj—; =f(rv)=04+—rp)o.f+ (v—vp)oyf +o(r v)
xg—; = (v—wvp) — B(r—rp).

Si on cherche une solution localement de la forme r = rp + Re™ et v = vp + Ve)‘x, alors A\ doit
étre une valeur de propre de la matrice:
ot o ]
o f Ouf

o avf — ﬁ 4 \/(/8 + 8vf)2 + 4arf

2 2 '

— Si les deux valeurs sont réelles et de méme signe (ou égales), il s’agit d’un neud. Les
trajectoire se dirigent vers le nceud. Les axes de symétrie sont les vecteurs propres de la
matrice.

c’est-a-dire , on a:

A
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— Si les deux valeurs sont réelles et de signe opposé, il s’agit d’une selle.

— Si les valeurs sont imaginaires, les trajectoires forment des spirales ou des ellipses autour
du point critique.

Revenons a notre exemple, on a: f(r v) = —r#~2/# — (3 4+ 1)v. Le point P est déterminé par :
A28 /(B +1) = —Br, soit: rp = (—B(1 + B))"/ (P =F=2) = 1/42/5,

[ xf aif ] B [ —17//28 —11/2 }

Les deux valeurs propres sont complexes. Le point P est donc un centre (les trajectoires tournent
autour) et il ne peut donc pas étre considéré comme un point limite. Regardons maintenant ce
qui passe pour le point origine O. On trouve deux valeurs propres réelles de signe opposé. 11
s’agit donc d'un point selle; les trajectoires sont déviées & 'approche du point hormis pour les
trajectoires suivant I'un des deux axes de symeétrie représentés par les vecteurs propres e; = (1,0)
et e = (1, — 1). Notons que par la régle de L’Hopital on trouve également que la pente des
trajectoire & lorigine est m =0 ou m = —1.

Les trajectoires en O passent nécessairement le long des axes e; = (1,0) et e3 = (1, — 1), ce
qui permet de déduire le comportement asymptotique de la solution. En effet, on a au premier
ordre:

v—vp =m(r—r1p),
or comme: xzdr/dx = v — fr, on tire que:

dx dr

@ (m=B)(r—rp)

d’ot1 par intégration :

x~ (r— 1)/ m=h),

soit aprés ré-arrangement des termes, on a:
y(r) =~ (rp + :vm_6> R

On tire notamment que si m > [ alors = tend vers l'infini quand r — 7p. Au contraire, si
m < [ alors x tend vers 0 quand r — rp. Ici on a une valeur plus petite (m = —1) et une
plus grande (m = 0). Il s’ensuit qu’initialement, on doit avoir m = 0 puisque x = 0 alors
qu’asymptotiquement, quand x — oo alors m — —1. Dans l'espace (r v) la solution décrit une
des courbes tracées dans la figure 6.1 dans le sens rétrograde (aiguille d’'une montre). Il s’ensuit

qu’asymptotiquement, quand x — 0o on a: y(x) o< 2™ ~ z L.

6.1.3 Résoudre ’équation 4jj + 92¢°/3 = 0 (hélium super-fluide)
Mise en forme

5/3

L’équation peut s’écrire § = w(z, y, ¥), avec w(z, y, ¥) = —9y°/°z/4. X est une symétrie de

I'équation si Xy (4 — w(w,y, ¥)) = 0.
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Equations déterminantes

3¢(x, y) + 29577(0’1)(56, y) + :1:5(1’0) (x,y)=0

12x£ Oz, 4) =0
N (x, y) — 26 (@, y) =0
Dz, y) =0
15a:n 0z, y) =0
2 (z, ) O, y) =0
O, y) =0
Il y a deux groupes, dont le groupe « extension » : X1 = x0, + fy0, avec ici 8 = —2; le second

groupe est: Xo = 0,. On a [X1,Xo] = 2Xo.

Invariants

Les invariants fondamentaux I(z, y, ¢, §) sont obtenus par la résolution de:

11

De la dermere equatlon on tire que I(x, y, §). De la premiére on tire que les invariants sont
=gz et ¢ = jxt: I(p,q).

I
x 2y -3y —4j )| I
0o 1 0 0 ] I
Iy

8

<=

Résolution

L’algébre étant de dimension 2 comme 'ordre de I’'équation différentielle, on aboutit a une
équation algébrique:
4q + 9p5/ 3=0.

La sous-algebre de {X1,X2} est {X2}. On cherche a exprimer X; dans la base des invariants
de Xo (ro =z et v =9). On a él =Xiro=x=ryet = Xfl}vg = —3y = —3ws. Donc:
X1 =190y, — 3v20,, Dans cette base les invariants sont :

@ d1)2 df)g

(] —31)2 —4’[12
Les invariants sont donc: r; = ’UQT‘% et v1 = 1'127"%. Les coordonnées canoniques sont :

X1T1 =0= r = 7)27“%,

X181 =1=s = 1n7“2

On en déduit que

1
d81 . Dr281 o Ty 1

dri Dp,m d”2 T3+ 3verd v+ 3
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Notons que dans le cas présent, on a: r; = g2° = p et v; = ja* = ¢. D’otur:

dsy 1 1 1

dr; v+ 31 - q+3p: _%T?/3+3r1’

dont la solution est:

1 2 1
51 = f§ln(74+3rf) + glnrl +a,

- _y . . 2 .
avec @ une constante d’intégration. Soit encore: Inry = —3 In(—4 4 3(v2r3)3) + %111(’[)27":23) + a.
; : e (3,2 1 1.2Y-3/2
Apreés remise en forme: vo = (372 + 1a2)73/2.
On réitére le procédé en s’'intéressant maintenant au groupe Xs. Ses coordonnées canoniques
sont : (r2,s2) = (x, y) ; son second invariant est v3 = ¢. On a donc:

1
8 12 \/ @253 12

2

dse  ddy
- 9 — = =p—
dro dx 2 52 a

avec b une nouvelle constante d’intégration. La solution s’écrit donc:

1
8 \/ a2+3 22

y:b_ CLQ

Comportement asymptotique

Cherchons b telle que: y(z) — 0 quand x — oo

—8

d’oli:
8
Yy \/§CL2

(1 —x(2? + a2/3)_1/2> .

6.2 Equations du troisiéme ordre

6.2.1 Résoudre ’équation ¥ + yij = 0 (Blasius)

Mise en forme

L’équation ¥ + yij = 0 peut s'écrire ¥ = w(x, y, 9, ), avec w(x, y, ¥§) = —yij. X est une

symeétrie de 'équation si si X5y (¥ — w(w,y, 9, ) = 0.

On considere de plus les équations supplémentaires pour les conditions aux limites:

y(0) = 0, 9(0) = 0, et §(o0) = 1.
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Equations déterminantes

n(z, y) + v (@, y) + 30" (@, y) — 362 (@y) = 0 (6.5)
y€ OV (z, y) + 370 (2, y) — 9D (2, y) =0
3¢V (2, y) =0
yn 0 (@, y) — 296V (z, y) + 392 (2,y) — 363D (@, y) = 0
—ye0D (@, y) + 0OV (2, y) — 361D (2, y) = 0
6602 (2, y) =0
09z, y) =0
2yt (2, y) — g€ (z, y) + 33 (2, y) — €3O (2, y) =0
yn 0 (z, y) + 30 (z, y) =0

Algébre

On résout le systéme en faisant hypothése que n = a;27y* et € = byxiy* (avec ici, par
exemple, ordre maximal j 4+ k égal & 3). On trouve: n = —by et £ = a + bx. Les symétries sont
donc le groupe translation X; = 9, et dilatation Xy = 20, — y0,.

Les constantes de structure sont :
[X17X2] = 0y (20, — yay) — (20, — yay) (61)7
[X1,X5] = 0, = X1.

On a la table suivante

X1 X
X1 [0 X
Xo | —X1 0

Recherchons les prolongations a l'ordre 3.
—Onapour X3:&6=1,7=0,n=0,m =0, 72 =0, et n3 = 0. Les invariants de X sont:
r=9yetv =19.
— Onapour Xo: & =x, 0= —y, n = —249, N2 = —3ij, et n3 = —47Y. Les invariants de X

sont donnés par:
dz dy dyg  dy

x —y =2y =3y’

soit: ro = yx et vy = 2%y ses invariants.

L’algebre est solvable et la chaine de sous algebre est {{0},{X;},{X1,X2}}

6.2.2 Meéthode 1: résolution par itération successive

Il s’agit d’une variante de la suivante. Nous commengons par 1’idéal X1, dont les deux premiers
invariants sont: r; =y et v1 = y. En dérivant on obtient :

dvy g

dry g
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en dérivant encore une fois

Cor 1§ _ g+
af g \y P P

D’ou:

d2U1 dvy 2 dvy
UlTT% + ((17"1) +r1d71"1 =0.

On a réduit 'ordre d’une fois. Considérons maintenant le second groupe. L’expression de Xo
dans la base (r1 v;1) est donnée par:

La prolongation donne: 7; = —o;. Les invariants dans cette base sont obtenus en examinant :
dTl d’Ul ddi)l
1 21)1 (%1} .

Les invariants sont donc: r9 = vl/r% et vy = 01 /7. Par différentiation on obtient :

dUQ . ’I"%i}l — 7'1’[)1
dT‘Q 7‘11.}1 — 2U1 '

2 2
_n dvy dvr } _ . o
dvsy o <(dr1 ) + 71, ) 101

Soit encore :

d?"z 71 ’[)1 — 2’1)1

D’ou aprés arrangement des termes :

dvy  1rovg + v% + vy

d’l”g 27"% — T9U2

On ne sait pas résoudre cette équation analytiquement. Etudions donc la fonction :

W f(r o)
dr  g(r v)

avec f(r v) = rv+v+0v? et g(r v) = 2r2 — rv. Les zéros respectifs de ces fonctions sont les
courbes:

—zérosde fro=00uv=-1—7r

— zérosde g: 7 =0o0uwv=2r

Il y a trois points critiques ou les deux fonctions f et g s’annulent simultanément: (0,0), (0,—1),
(—1/3,—2/3). Ecrivons la fonction sous la forme matricielle et introduisons une variable muette
s; un développement de Taylor a ’ordre 1 nous conduit a:

sl )= s =1L+ Lag o ez )

ds | v flr v) flp of Ouf |plv—1p

Si le point P est un point critique, alors le premier terme est nul. Si I’on recherche des solutions
de la forme r = rp + Re* et v = vp + Vers:

sl =)= 10s ar v
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Donc A est une valeur propre du gradient de (g,f) au point P. Le comportement de la solution
va dépendre du signe de A. Au point P, on a:

Org  Oug
orf Ouf

[ 4r — o —r
p v r+2v+1
On en déduit :
— en P = (0, 0), les racines sont réelles et de méme signe (il s’agit d’un nceud), mais il s’agit
aussi d’un point critique singulier ou dégénéré car le déterminant de la matrice V(g,f) est
nul en P;
—en P = (—1/3, —2/3), les racines sont complexes, les trajectoires forment des spirales
autour du point critique ;
—en P = (0, —1), les valeurs sont réelles de signe opposé, il s’agit d’une selle. Les vecteurs
propres sont (0, 1) et (=2, 1) et ils donnent les axes des trajectoires qui passent par la selle.

2 i T | . T T
1r _ - ]
2 I/ / {///
0.5} S | A ]
. 0
- BN
0.5 / 1
— 7 /
Y/
-1 I T oA N ]
A AN
eSS A
PO AN AN
-1.5 oo aaan R :
ey R
S/ R
/ [ AT
-2 -1

Figure 6.2 : Portrait de phase de I’équation réduite de Blasius dans I’espace des invariants (r, v). La courbe en

trait fin représente la courbe asymptotique prés du point origine: vo(r) = e~ ; la courbe en pointillé donne le
comportement asymptotique en l'infini: voo = r/2. Les courbes en gras représentent f =0 et g = 0.

Au point origine P = (0, 0), qui est ici un point singulier, plusieurs trajectoires sont possibles
a priort d’aprés le portrait phase reporté sur la figure 6.2. Comment déterminer si une trajectoire
solution de I’équation passe par le point origine et si c’est le cas comment se comporte-t-elle 7 Il
y a en fait trois types de comportement possible, qui sont des possibilités exclusives : soit v > r,
soit v ~ 7, soit v < r. Examinons chacune d’elle:

— v>r alors f(r) ~vet g(r) ~ —rv, d’ott © ~ —1/r et la solution locale est v(r) = a—1Inr.
Or le probléme est que quand r — 0, on a v(r) — —oo, ce qui n’est pas compatible avec
une solution passant par ’origine ;

— v~ alors f(r) ~ret g(r) ~r2, d’ott © ~ 1/r et la solution locale est v(r) = a4+ Inr, ce
qui n’est pas compatible avec une solution passant par ’origine;

— v < r,alors f(r) ~vet g(r) ~ 2r2, doit © ~ v/(2r?) et la solution locale est v(r) =
ae~1/2/7_On vérifie que quand 7 — 0, on a v(r) = 0 et v < 7.
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Il s’ensuit que seule la troisiéme possibilité est la bonne. La courbe résultante (avec arbitrai-
rement a = 1) est représentée sur la figure 6.2.

On peut également chercher ce qui se passe vers U'infini ((v,r) — o0). Il existe trois méthodes
pour y parvenir.

1. Recherche du comportement de v quand (v,r) — co.
De nouveau, trois possibilités s’offrent: v > r, v ~ r, ou v < r.
— v > 7, alors f(r) ~ v? et g(r) ~ —rv, doit ¥ ~ —v/r et la solution locale est
v(r) = a/r. Or le probléme est que quand r — oo, on a v(r) — 0, ce qui n’est pas
compatible avec une solution passant par 'origine ;
— v ~r, alors f(r) ~2r? et g(r) ~r?, d’ot © ~ 2 et la solution locale est v(r) ~ r, ce
qui est possible. Affinons: posons v = ar, en reportant dans I’équation approchée, on
trouve a = 1/2 qui est bien de 'ordre de 1;
— v < 7, alors f(r) ~ rv et g(r) ~ 2r?, doit ¥ ~ v/(2r) et la solution locale est
v(r) = a/+V/t, ce qui n’est pas compatible avec une solution passant allant vers I'infini.
C’est donc la deuxiéme solution qui représente le comportement asymptotique de la solu-
tion: v = r/2 quand r — oco. On peut trouver ce résultat différemment.
2. Recherche de familles de courbes invariantes
Considérons I’équation réduite et approchons 1a quand (v,r) — co. On a alors:

dv vr+w

dr T r2r—v
Cette équation est invariante pour un grand nombre de symétries, dont la plus simple est
la dilatation Y = r0, + v0,. Appliquons la méthode du facteur intégrant pour résoudre
cette équation, on a: Ndv+ Mdr =0, avec N = r(2r —v) et M = —v(r+wv). On recherche
la solution sous la forme 1 (r v) = ¢; un facteur intégrant est donc:

1 1

h= —rv(r +v) +or(2r —v) - ro(r —2v)’

On en déduit :

Uy = — U(?‘—i—'l)),

rv(r — 2v)
1

ro(r — 2v)

Uy = r(2r —v).

Par intégration on trouve que la solution s’écrit: ¢ : cv*r = (2v — r)3. On note que la
solution déterminée précédemment v, = 7/2 correspondant a ¢ = 0 est également solution
est correspond & la « ligne » de partage entre les courbes (paramétrées par ¢) avec ¢ > 0
et celles avec ¢ < 0 (voir figure 6.3) ; on lappelle la séparatrice.
3. Recherche de courbe invariante

Notons que le groupe « dilatation » Xs est la symétrie de 'équation intermédiaire vy +
1')% + r101 = 0. Un invariant est r9 = 1)1/7“%. On peut donc se demander s’il existe des
solutions asymptotiques de la forme v; = Ar?. En reportant dans I'équation précédente,
on trouve A = 0 ou bien A = —1/3. Dans les nouvelles coordonnées, cela donne v = r/2.
Donc la solution de I’équation différentielle du premier ordre doit asymptotiquement se

raccorder & la droite v = %r.

En résumé, on a trouvé deux approximations de la solution :

1 .y .
— quand r — 0, alors v ~ vg(r) = ae”2r (a une constante d’intégration inconnue);
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Figure 6.3 : Comportement asymptotique de I’équation de Blasius. La courbe en gras représente la courbe
asymptotique v = r/2 alors que les courbes a trait fin représentent la famille de courbes ¥ : vir = c(2v—r)%. La
courbe & tiret gras représente la droite v = 2r pour laquelle g = 0.

— quand r — 00, alors v ~ vy (1) = 7/2.

Compte tenu du probléme étudié (couche limite), on s’attend a ce que la solution soit contenue
dans le premier quadrant (quadrant de droit en haut). Quelles sont les conditions aux limites a
appliquer ? Si on regarde celles du probléme initial, on note que les conditions a 'origine y(0) = 0
et ¥(0) = 0 donnent ici: 7 — oo et v — oco. La courbe solution tend vers 'infini quand =z — 0.
L’analyse du portrait de phase nous dit que la solution doit tendre vers le point singulier P= (0,
0). On vient voir que la solution approche la courbe vg(r) = 67%, de tangente m = 0 & l'origine.

Le probléme est que les codes (commerciaux comme Mathematica) de résolution numeérique
des équations différentielles ne savent pas résoudre cette équation compte tenu de la singularité.
Une idée est de se placer un peu plus loin, puis de résoudre I’équation. En se servant du fait que
lon connait m en P, on peut partir du point P’=(0 4+ £,0 + 0 + m/e) (on ne peut pas prendre
m’ = m = 0 sinon on tombe sur la solution triviale v = 0). La figure 6.4 donne un exemple de
résolution. On note la sensibilité des résultats selon le choix de m’ (cela donne la méme chose si
on fait varier ¢).

Il faut donc procéder différemment. Pour cela il faut utiliser I'information acquise sur le
comportement asymptotique de la solution, ici le fait que v ~ vy, = r/2. Cela fournit un moyen
de déterminer la valeur de m’: on se fixe une valeur de £, on fait un choix de m’, on résout
I’équation différentielle numériquement et on examine la valeur de v/r; on itére jusqu’a ce que
v/r = 1/2. Par exemple, ici avec ¢ = 0.2, on trouve m’ = 0,06518996. Avec ¢ = 0.05, on trouve
m’ = 0,000067215.

Maintenant, nous avons donc intégré 1’équation et avons déterminé v(r) = F(r) (voir figure
6.4). La seconde étape est de déterminer vi(ry). On a:

U1 U1
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Figure 6.4 : Tentative de résolution de I’équation (r, v). Courbe continue est la solution F'(r) tandis que les
courbes 4 tirets représentent les essais pour € = 0.2 et m’ = 0.025 ou m’ = 0.05.

En faisant le changement de variable u = v1 /7%, on tire:

dry du

r F(u)—2u

On peut tenter de résoudre numériquement cette équation. La difficulté viendra des erreurs
numériques possibles. On pourra vérifier la pertinence de la résolution numérique en regardant
ce qui se passe asymptotiquement :

— quand 79 — 00, on a: U1 /v = %1/7“1, d’on la solution asymptotique attendue: v = ary,
avec « une constante d’intégration ;
— quand 79 — 0, on a: ¥; = arje 2*1. Comme vy est tel que vi(oco) = 1, on peut faire
2
. _1 N N
I’hypotheése que 91 =~ arie” 2 quand r; — oco. Cette derniére forme s’intégre pour donner :
2

T

v =1-— ae_Tl, avec a une constante d’intégration.

A noter que numériquement il peut étre plus intéressant de résoudre numeériquement 1’équa-
tion de Blasius en se donnant une valeur initiale pour ¢(0), puis d’utiliser 'invariance sous le
groupe Xy pour déterminer la bonne solution. Par exemple, si on résout:

Y +yij = 0 avec y(0) = 0, §(0) = 0, et 4(0) = 0,2
alors on trouve que lim,_, y(x) = 0,566067. Or la solution doit étre invariante par le groupe
X5, donc par une transformation de z — & = e’z, y — § = ey, y — y = e 2y, etc. Donc le
parameétre b nécessaire pour trouver la bonne condition aux limites y'(c0) = 1 est :
1 = ¢ 2%0,566067 = b = —0,284521.

On appelle exact shooting cette méthode.
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0 1 2 3 4
X

Figure 6.5 : Tentative de résolution directe de I’équation de Blasius: trait en tiret, essai avec §j(0) = 0,2, trait
continu : solution de Blasius. On reporté ici y'(x).

6.2.3 Meéthode 2: invariants fondamentaux
Les invariants fondamentaux sont obtenus par la résolution de:

[0}

1 0 0 0 0
r —y —2y —3§ —4Y

~
<! S S

On aboutit & I’équation caractéristique:

dy _dy _ dy
y 29 3y
Les invariants fondamentaux sont donc r = 9//y? et v = §j/y3. Le second invariant s’obtient par
différentiation: dv/dr = (dv/dz)/(dr/dx) = (Yy=* — 3rv)/(v — 2r?). L’équation différentielle
s’écrit donc:
o(v —2r%) +v(1 +3r) = 0.

Les conditions aux limites pour cette équation sont: v(0) = 0 (correspondant a y'(c0) = 1) et
quand 7 — 00, v — 0o. On ne sait pas résoudre analytiquement cette équation. De plus, comme
le montre le portrait de phase (voir figure 6.6), le point O est singulier. On peut procéder comme
pour la méthode 1 et chercher des solutions asymptotiques. Ici on trouve que:

— quand 7 — 0, alors v ~ e~ /7,

— quand r — oo, alors v ~ r3/2,

Admettons qu’on ait trouvé une solution numeérique a I’équation et appelons-la v = F(r).

Pour résoudre cette équation, nous allons utiliser que 'algebre {X;,X5} contient la sous-
algeébre {X;}. On se sert donc d’abord du groupe restant Xs qu’on cherche & exprimer dans la
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Figure 6.6 : Portrait de phase de I’équation réduite.

base des invariants de X;. On a Xo = 20, —y0,. Ses coeflicients infinitésimaux sont : é = Xory =
—y=-r1etn= Xé{l}vl = —2y = —2v;. Donc: X9 = —r10,, — 2v10,,. Si on prolonge & ’ordre
1,on a: g = Dpyn— 01d§/dr1 = —01. Dans cette base, les invariants sont :

dry _ dv _ diy

T1 21}1 ?:11 ’
c’est-a-dire: ry = vl/r% et vy = 01/71.
Calculons maintenant les coordonnées canoniques :

U1
X2T2:0=>T2=7,
1

Xoso =1= 59 :lnl/rl

On en déduit que:
dSQ _ DTISQ N 1

dT’Q Dr1 9 27’2 — V2

Il faut maintenant exprimer r9 et vo en fonction de v et r. On sait qu’il existe une relation entre
eux puisque v et 7 sont les invariants fondamentaux de {X;,X2}, donc de X3. On trouve tout
de suite que ro = r. Pour vg, notons que:

1 lLdvyde 1§ v F(r9)

”[)2:—:—77_ - = — =
vi wvidrdry yy 7o T9

En reportant dans dsg/dry, on tire:

dSQ 9

dryg — 2r2 — F(ry)

On réitére le procédé. Comme on le voit ici, cette deuxiéme méthode n’est pas trés performante.
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Chapitre

Les équations aux dérivées partielles et leurs
symeétries

7.1 Transformations finies de dérivées partielles

7.1.1 Notations

Précisons tout d’abord les notations : on s’intéresse a la résolution d’une équation différentielle
comme ’équation de la chaleur, de la forme:

u  Pu_
ot 0x2

que l'on écrit sous la forme condensée : W(uy,u,,) = 0. Ici U'indice renvoie a la variable servant a la
différentiation ; u s’appelle la variable dépendante alors que (z,t) sont les variables indépendantes.
On va considérer des problémes trés généraux oil la fonction dépendante est un vecteur y = (y°)
avec i = 1---m. On note que la variable i mise en exposant indique la i€ composante du vecteur
et elle a été mise en exposant pour ne pas confondre avec I'indice qui indique ici systématiquement
une différentiation. De méme, on suppose que, pour la variable indépendante, le cas général est
un vecteur x = (27) avec j = 1---n. Dans I’équation de la chaleur on a: m = 1 et n = 2.
On notera par la suite, de maniére indifférente, la dérivée partielle: y; = Jy/0x; = y.,. La
convention d’Einstein (deux indices identiques dans le méme groupe) indique tacitement une
sommation : x;z; = ), x;j2;. Dy est Uopérateur différentiel total vu précédemment (voir § 5.1.5).

On introduit le changement de variable suivant qui dépend d’un seul paramétre s:
¥ = Flxy.s] (7.1)

7= G'x,y,s] (7.2)

Les deérivées partielles de la transformée ¢ vérifient :

Dy’ = gidi,
Oor on a aussi: 4 '
d#’ = D F'[x,y,s]dz" (7.3)
dij = DiG'[x,y,s]da" (7.4)
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D Fi[x,y,s] et DG[x,y,s] sont deux matrices m x n. Si le jacobien de la transformation n’est
pas nul (det D F7[x,y,s] # 0), alors on tire:

75 = (DkG")(D;F*) ™ (7.5)
On peut comme précédemment définir le groupe une fois étendu (qui est une matrice) :
# = Fixy,s]
7' = G'xy.8]
7 = Gy [y .ys]

avec G?{j} = (DxG*(D;F*)~1. On a employé la notation indicielle {j} non pas pour montrer
que 'opérateur agissait comme une différentiation par rapport & 27, mais pour désigner le rang
de la fonction (rappelons que (D,G?)(D;F*)~! est une matrice). La grandeur y; est un vecteur
composé de toutes les dérivées partielles du premier ordre de y: y1 = (Y2, - Ya,.)-

7.1.2 Transformations infinitésimales

Admettons que le paramétre s soit trés petit, alors on a au premier ordre:
¥ = Flxy,s] =2l + s [xy] +o(s)
7' = G'xy.s] =y + s [xy] + ofs)
avec £[x,y] = (OF7 /0s)s—o et n'[x,y] = (0G?/Ds)s—o. D’oir:
75 = (Di(y" + sn"))(Dj(a" + s€9) ™" = (yj, + sDy)) (6] + sD;¥) ™1 =y + s(Djn’ — y;, Di¥)
75~y + s(Djn’ — y.D;E")
On tire les relations pour le groupe une fois étendu:
i =) 4 8¢
7 =yt + st
7 = Y5 + sniyy
avec nf{]}[xayayl] = Dﬂ?Z - yllnggk
On peut généraliser & des dérivées d’ordre supérieur :
i =l +sgd
g =y +sn
7 = Y + sniy
g;ljZ = y}le + Sn,‘t{jljé}
avec nf}tjm}[x,y,yl,yz] = Dj2772j1} — ysz§k, y2 désigne le vecteur de toutes les dérivées d’ordre
2, et rappelons que:

. on' . ot . on' .
i it k- ol k {51}
Dj, Ny = (9:67; +Yj, aylcl + Yij, 8y§1
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7.1.3 Condition d’invariance pour les EDP

Un systéme différentiel d’ordre p composé de q équations de la forme ¥ = Ui (x,y,y1,y2, - Vp)
<1 < q) peut se décomposer en une série de Lie:
1<:i< t se dé érie de Li

\Ili(iayvylvy% T S’p) =
2
V(xyyuyz, - yp) + Xy U+ 5 X (X ) + - (7.6)
avec Xy le groupe p fois étendu:

0

9 L0 D
Xny =557 T 57 Ty

LR (7.7)
Y50y

On dit que le systéme W est invariant par le groupe (£7,1%) si et seulement si:

X{p}\I!i:O, pouri=1,...,m (7.8)

Les équations caractéristiques correspondant & cette condition sont :

dol _dy'_ Wiy W)

& m My Moo}

7.2 Equations scalaires & deux variables dépendantes

7.2.1 Changement de variables et condition de symétrie

Comme exemple d’application, intéressons-nous a des équations scalaires & deux variables
dépendantes (m = 1, n = 2). Une transformation ponctuelle est donc un difféomorphisme:

=2z, t, u(z, t))
t=1t(x,t, u(z,t) (7.9)
u=1u(x,t, ulz, t))

On introduit les opérateurs « dérivée totale » afin de pouvoir différentier 7.9 par rapport & x et
t. Ces opérateurs traitent v comme une fonction dépendanie des variables indépendantes x et t:

7.10
Dt = 8t + ’U,tau + uttaut —+ uxtaum -+ .. ( )

On veut inverser les deux premiéres équations de (7.9) pour obtenir z et ¢ en fonction de 7 et .
Cela est réalisable localement si le jacobien de la transformation est non nul:

J

' D, D,t

D: D ‘;&o (7.11)

Sous cette condition, on peut écrire: @ = u(x, t, u(z, t)) = u (i’, ﬂ La dérivée par rapport a
une des variables indépendantes est donc: Dyt = 63 D,2 + u;Dit ou sous forme condensée :

Dyi | [ Dy Dyt ][ uz
e | = o 1] "2
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On en déduit directement (loi de Cramer?):

)
Uy = —

J

D,z Dyu

_ 1| D,a D,t
‘ D& Dyu (7.13)

YT =5\ D D

En itérant la procédure, on peut obtenir les dérivées d’ordre supérieur. On dit qu’une équation
différentielle ¥(z, t, u) = 0 est invariante pour une transformation si l'on a:

U(7,t, 7)) =0
quand V¥(z, ¢, u) = 0 est vérifiée.
7.2.2 Condition de symétrie pour les groupes de Lie

Si 'on g’intéresse aux groupes de Lie (par exemple pour trouver les groupes laissant inva-
riante une équation différentielle), alors on écrit le changement de variable (7.9) sous la forme
infinitésimale :

+er (z, t, u(z, t)) + O(€?) (7.14)

Le générateur infinitésimal est donc:

| X = &0, + 70, + 10|

Une surface u = u(x,t) est invariante sous 'action du groupe si Xu = 0 ou bien encore si:
Q@ =0 quand u(x, t) =0,
avec Q la fonction caractéristique du groupe: Q =1 — &uy — Tuy.
La prolongation de la transformation ponctuelle (7.14) & 'ordre 1 s’écrit :

Uz = Uy + €Ngg} (T, T, U, Ug, ur) + O(€?)
7]{ = u; + €N{t} (IB, l, u, ug, ut) + 0(62)
En comparant avec le résultat précédent (7.13), on peut identifier les prolongations a I'ordre 1:

Nz} = Dyn — ug Dp§ — ug Dy (7.15)
Ny = Din — ug D€ — ug Dy (7.16)

et ainsi de suite pour les ordres supérieurs. On peut aussi définir les fonctions 7y a l'aide de la
caractéristique @ :

Nwy = DaQ + §ugz + TUa (7.17)

Ny = D@ + Eugt + Tuge (7.18)

1. La loi de Cramer dit que ’on veut résoudre un systéme linéaire de la forme:
A-X=B8B,
avec X = (z;) avec 1 < i < n, alors X est obtenu en calculant:

"7 det A

ol A; est une matrice identique & A si ce n’est que 'on a remplacé & 7

éme

colonne par le vecteur B.
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De maniére générale, on montre que la prolongation & ’ordre j portant sur une différentiation a
Pordre j; sur x et jo sur t (avec bien str j = j; + j2) donne:

\ Ny = DiQ + EDjus + T Djuy \ (7.19)

ou Dj signifie D; = D! DgQ. L’opérateur infinitésimal est prolongé & l'ordre désiré:

XY =X + 104304, + 011y Ouss
X@ = x@ 4 n{mr}aum + n{xt}auzt + n{tt}autt'

7.2.3 Exemple: équation linéaire de diffusion

Considérons I’équation :
or | 9°T
ot " ox?’
qui correspond a I’équation de la chaleur. Pour simplifier, on pose A = 1. On recherche les groupes
qui laissent invariante cette équation. On fait le changement de variables:

(7.20)

T=x+€(x,t,u(x, 1), (7.21)
t=t+er(z, t,u(z,t),

u=u+en(z, t, ulz,t)),
U = ug + €nggy (T, t, U, Ug, uy

ut) ,
af = Ut + 577{15} (I7 t7 Uy Uy, Ut

Uzz = Ugx + en{x:p} (:1:7 t7 U, Ug, Ut, Ugg, Ugt, Utt) ,

)
ﬁi‘f = Ugt + 677{:ct} x, t, U, Ug, Ut, Ugg, Ust, utt)7

ﬁff = Uyt + 677{tt} (.’IJ, t7 U, Ug, Ut, Ugy, Ugt, utt) .

La condition d’invariance s’écrit :

soit encore:

(10 + 10t + N2y Ou, + 41y Ous + +M420} Ougs + Mty O + M1} O ) ¥ = 0.

On trouve finalement : 7¢;, = 7(,,) qui ressemble a 'équation originale parce qu’elle est linéaire.
Calculons les extensions de n:

Nz} = Dyn — uz Dp§ — ug Dy,

Nty = Din — ug Di& — up Dy,
MNax} = Dyng — ugg D€ — ugt Do,
En résolvant les équations déterminantes, on trouve 6 groupes:

0 X, 0 zu O ngxg_%@

X=X =l T S e oz “tar

o L0 2t 0 ) B
Xp=atl 12l L ()Y k29 e xy=ul
1=y T 6t+u<4+2)09€’ 55 g AT UG,
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On a la table suivante

X1 X2 X3 X4 X5 X
X, |0 “Xo2 X1 Xo 0 0
Xo | X¢/2 0 X, 0 ~X, 0
X3 | - X1 Xo 0 2X4 —2X5 0
X4 | —Xo O —-2X; 0 —X3+ X6/2 0
X5 | 0 X, 2X5  X3— X¢/2 0 0
Xe | 0 0 0 0 0 0

7.2.4 Exemple: équation non linéaire de diffusion

Considérons 1’équation :

or 0 or

qui correspond a ’équation de la chaleur 0; = 0,(k0,T') dans laquelle le coefficient de diffusivité
de la chaleur k varie linéairement avec la température T': kK = \T.

Cette équation est invariante pour quatre groupes:
X1 =04, Xo =0, X3 =20, +2t0, et X4 =20, +2T0r
On considére les conditions initiales:
T(z,0) =0, pour = > 0,

T(0,t) = Tp, pour t > 0.

Intéressons-nous au groupe dilatation X3 = x0, + 2t9;, qui laisse également les conditions aux
limites et initiales invariantes. Les invariants du groupe sont :

dz dt dT
r  2r 0
soit donc T et x/+/t. Pour utiliser des variables adimensionnelles, on introduit :

x

V2Xtot:

T =Tog(0) et 0 =

On est amené a résoudre ’équation différentielle :
9900 + 096 + g5 = 0 (7.23)

avec les conditions aux limites: g(0) = 1 et g(co) = 0. On trouve que cette équation est invariante
uniquement pour le groupe Y = 60y + 2g0,, dont les invariants sont :

_ 9 _ 9o
T—ﬁetv—g.

On retombe sur I’équation résolue précédemment pour I’équation de Blasius, & savoir :

dv  rv+v+0?
P Ve B (7.24)

Le portrait de phase de cette équation a été donnée a la figure 6.2. La trajectoire est nécessai-
rement dans le quadrant » > 0, v < 0. Si on admet que la solution loin du mur (z > 1, donc
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Figure 7.1 : Solution de ’équation 7.23.

r — 0) admet des dérivées qui ne sont pas infinies, notamment ggg prend une valeur finie, alors
quand la température s’annule g = 0, on a r = 0. L’équation 7.23 renseigne alors sur v: quand
g=0,0g9(0 + gg) =0, soit la dérivée s’annule soit elle prend la valeur finie 6y = 6,—g. Donc les
points solutions dans le plan des phases sont (r, v) = (0, 0) et (r, v) = (0, — 1). Or le portrait
de phase montre que les trajectoires issues du point origine s’incurvent rapidement donc v — cst
quand r — oo alors qu’on s’attend & v — oo. En revanche, cela semble marcher pour le point

(r, v) = (0, —1). Une analyse du point singulier montre que la pente locale doit étre —1/2.
On déduit donc les conditions initiales pour résoudre ’équation 7.24: quand r = 0, v = —1 et
v, = —1/2. Prés de ce point critique, la solution se comporte :
1 1
v=——r—1,
2

et par intégration on tire que:

. 2 (03
91%09—5(@‘9 :

Il s’ensuit que la solution 7' = Tpg(#) diminue sur l'intervalle [0, 6y] entre T et 0. En 6 = 6,
il se produit donc un choc puisque la solution n’est pas uniformément continue: la dérivée de g
prend la valeur —6p a gauche du choc et 0 & droite (voir figure 7.1).

Numeériquement, on résout 1’équation 7.23 par la méthode du tir en faisant varier ¢'(0) jusqu’a
ce que la dérivée au point ol g s’annule soit égale a -1. On trouve ainsi que ¢'(0) = —0,6275549
et que Oy = 1,14277. Comme le montre la figure 7.1, il y a un choc en 6y. Si on reprend les
coordonnées physiques, on trouve que ce choc se déplace comme: x = 0y/2\Tjt.
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7.2.5 Exemple: équation de couche limite avec gradient de pression

L’équation générale d’une couche limite soumise & un gradient de pression est :

oy o _owoty AU, P _

Oy Oydx Oz Oy? “do V87y3 0

avec U, = U.(x). Les transformations infinitésimales sont :

T=x+ 6€ (1’, Y, w(xa y)) + 0(62)
J=y+er (@, y, ¥(@,y)) +O(€)
b =v+en(z,y, vz, y) + O()

On trouve que les coefficients infinitésimaux doivent vérifier :

AU
E(x,y, ) = am

T(:E? Y, 1/)) = 7ay+g(l‘)
77(90, Y, 1/}) =ap+b

oll a et b sont deux constantes, g une fonction arbitraire. L’équation est d’ordre p = 3 a pour
opérateur infinitésimal prolongé:
xXG) = £0y + TOy + 10y + 77{3;}8{%} + n{y}a{uy}
0w} Ouaet + Myy} Ofuyyt + May} Ofusy}
tww} Ouaast T Myww} Ousyn} T Moy} uany} + May2} Huiayy}

Comme I’équation & résoudre est indépendante d’un certain nombre de termes, il est possible de
simplifier cette équation en:

X®) = €0, + Niay O + 04y Oy + My} Oy + My} Ouey + Mgy Oy

ol les termes 70, ndy, etc. ont disparu parce qu’il n’y avait pas de termes fonctions explicites
de y, 9, etc.

Dans le cas présent, on calcule chacun des coefficients infinitésimaux ci-dessus, puis on forme
XO) (yyy — w(z, y, 1)). On trouve:

(Uel4 _ UeUe’gUe” + U2 Ue//2 _ Ue2Ue/Ue(3)) (1/) (0’2)¢(1’0) _ 1/}(0,1)1/](1,1)) —0
Pour que la condition de symétrie soit vérifiée, il faut que U, vérifie ’équation :
vt - U U + U2 UL - ULUSUY) = 0

dont la solution est de la forme U, = o 4+ Be7*.

Un autre résultat remarquable est que si ¥(z, y) est solution de 'équation originelle pour un
profil plat (c’est-a-dire , y = 0) et un champ de vitesse U, alors ¢ (Z, § — g(Z)) est solution du
probléme sur une surface de la forme § = g(Z) et Ue(z) = Ue(Z).
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7.3 Solutions similaires pour les équations aux dérivées partielles

7.3.1 Généralités: passage EDP — EDO

Considérons une équation aux dérivées partielles de la forme F'(c, z, t) avec ¢ la variable
dépendante, z et ¢ les variables indépendantes. Nous considérons le groupe « extension » & un
paramétre \:

c—cd =\, (7.25)
t—t' =Mt (7.26)
z— 2 =z (7.27)

ol « et 8 sont deux paramétres de la famille. Toutes les valeurs de « et 3 ne sont pas admissibles ;
pour chaque équation aux dérivées partielles et pour des conditions aux limites données, on peut
trouver un jeu de constantes L, M, et N tel que Ma + NG = L. Une équation différentielle
invariante par le groupe donne une solution, dite solution similaire, qui peut se mettre sous la
forme:

c(zt) = t/Pf(z/t1F) (7.28)

Quand on injecte cette expression dans 1’équation aux dérivées partielles, on aboutit & une
equation différentielle ordinaire de f. Notons que tous les problémes différentiels ne permettent
pas d’aboutir & une solution méme s’ils sont invariants, notamment parce que les conditions aux
limites et initiales ne peuvent pas étre choisies n’importe comment ; au contraire, I’équation 7.28
montre qu’en z = 0, on doit avoir ¢(0,t) t*/B. On appelle équation différentielle principale
une telle équation. On montre que cette equation est elle-méme invariante au groupe extension
suivant :

¥ =Xz (7.29)
y = MMy (7.30)

7.3.2 Comportement asymptotique

Quand une équation différentielle est invariante pour un groupe extension donné, ce groupe
peut étre utilisé afin de déterminer la forme asymptotique de certaines solutions. Ecrivons ce
groupe dans le cas de deux variables = et y:

¥ =\z (7.31)
y =Ny (7.32)
(par la suite on reprendre 5 = L/M). Les coefficients de la transformation infinitésimale sont :

E=x,n=Py,m = (B—1)y, et n2 = (B8—2)y. Il Sensuite que le systéme caractéristique associé
a I'équation différentielle principale (invariante par ce groupe) s’écrit :

dzr dy dy dy

@ By (B-1y (B-2)j

les intégrales premiéres sont y/2%, /2%, et jj/x%~2. La solution générale de cette équation
s’écrit donc sous la forme:

6 (v/a®, 9/2", /a"2) =0

Une fonction puissance y = Az? est solution si la constante A vérifie ¢ (A, AB, AB(B —1)) = 0.
Une de ces solutions donne le comportement des solutions de I’équation aux dérivées partielles
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telles que y — 0 quand x — oo . De maniére générale, les solutions de I’équation différentielle
principale peuvent étre classées par leur ordonnée a 'origine y(0) et elles sont toutes les images les
unes des autres. Comme l'image de (0, y(0)) est (0, A’y(0)), il est toujours possible de déterminer
une valeur de X telle que My(0) = a. Ces solutions sont telles que :

lim y(@)

T—00 xﬁ

=B

ol B est quelconque et identique pour toutes les solutions puisqu’elles sont images les unes
des autres. Quand 8 < 0, on peut montrer que B = A,, oul A, est la plus petite racine de

¢ (A, AB, AB(B —1)) = 0.
Revenons maintenant a ’équation différentielle principale. Si L/M < 0, alors les solu-

tions positives similaires sont asymptotiques a la solution y(x) = A zYM | soit encore: ¢ =
A, 2 L/My=N/M

& Exemple. — Les équations de Saint Venant s’écrivent de maniére simplifiée et adimension-
nelle sous la forme :

Oth + 0, (uh) =0,
Oy + uOzu + Oph = 0,

Ce systéme d’équations est invariant & la famille de groupes & un paramétre :

u =\
h = Xh
t' =Nt
=Mz

a la condition que les parameétres «, (3, et § vérifient le systéme:

a+p=1
§+28=2

Un invariant de ce groupe vérifie donc le systéme caractéristique suivant :

du_dh_dt_de
au dh Bt =z

11 doit y avoir trois intégrales premiéres. Une intégrale premiére est obtenue & partir des troisiéme
et quatriéme égalités z = x/t'/#; pour w et h, on tire comme intégrale u/t*/? et h/t%/8. Ces
deux intégrales premiéres doivent s’écrire comme des fonctions arbitraires de la premiére, soit :

w(x,t) = tPU (z/tV/P)
h(z,t) = %8 H (x/t1/P)

Si on considére une rupture de barrage, on doit avoir comme conditions initiales:

pour la vitesse =~ —oco <z <oo u(z,0)=0
pour la hauteur z >0 h(z,0) = ho
x <0 h(z,0) =0
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A t =0, le barrage lache. Les conditions initiales impliquent « = 0 et § = 0, soit § = 1. On
trouve alors que U et H vérifient le systéme dit principal:

(—2+U(2)) H'(2)+ H(2)
H'(z) + (=2 + U(z))

'(2)
'(2)

Ce systéme est invariant au groupe associé qui prend la forme:

U =0
U =0

U =uU
H' = ’H
z’:,uz

Il s’ensuit que le systéme caractéristique s’écrit :

dU dH  dz
U 2H =z
Il posséde deux intégrales premiéres: p = U/z et ¢ = H/z?. On s’attend & avoir une relation
entre p et ¢: p = F(q). A noter ici qu'on a:

H U-z\ (U _ 0
U-—=z 1 H ]
ce qui n’est possible que si le déterminant est nul soit si: H = (U — 2)2. Reportant dans

I'équation ci-dessus, on tire U’ = 2/3, soit U = 2/3(¢ + a) ol a est une constante & déterminer
et H =4(a — $¢)?/9. Retournant aux variables originelles, on déduit :

e, t) = % (% + a) , (7.33)
hz, t) = é (—% + 2a)2. (7.34)

Déterminons maintenant la constante a. La solution que ’on vient de trouver représente 1’écoule-
ment résultant de la rupture du barrage ; elle n’est pas valable pour n’importe quel couple (z, t)
car on s’attend a ce que:

— a Pamont, elle se raccorde & la courbe représentant les conditions initiales h(xq,, t,) = ho
et u(zq, te) = 0 (ou l'indice a désigne les valeurs prises & la frontiére en I’écoulement et le
niveau d’eau non perturbé) ;

— a l’aval, elle soit délimitée par un front ou la hauteur s’annule h(xy, tf) = 0 (o V'indice f
désigne les valeurs prises au front de l’écoulement).

L’équation H = (U —¢)? nous indique immédiatement que les conditions amont sont rencontrées
pour ¢ = |(4] = vho. Injectant cette valeur dans I’expression de H et en considérant que H = hq
en ¢ = (4, on trouve que a = v/hg. De méme, au front, on doit avoir U(¢r) = (5, d'ot (f = 2a.
En synthése, nous avons trouvé une solution analytique:

— quand —a < z/t —mt/2 < 2a, u et h sont données par le systéme d’équations (7.33-7.34) ;

— quand z/t —mt/2 < —a, on a u =0 et h = hy (zone non perturbée) ;

— quand z/t — mt/2 > 2a, 'écoulement n’est pas encore parvenu en z au temps t.

O
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Chapitre

Les équations aux dérivées partielles
hyperboliques

8.1 Définition des systémes hyperboliques

8.1.1 Terminologie

On va étudier ici des systémes différentiels de la forme:
U, +AU)U,+B=0, (8.1)

avec A une matrice de dimension n. B est un vecteur de dimension n appelé « terme source »
ou « source ». Le systéme est dit homogéne ou sans (terme) source si B = 0. On parle de lois de
conservation quand on peut écrire:
0

U; + %F(U) =0. (8.2)
Notons qu’un systéme homogeéne peut se mettre sous cette forme si A(U) = 9F/9U. On va voir
que les valeurs propres \; de A représentent les vitesses de propagation de 'information. Ce sont
les zéros du polynome det(A — A1) = 0. Un systéme est dit hyperbolique si A admet n valeurs
propres réelles. Dans le cas linéaire (c’est-a-dire lorsque A ne dépend ni de x ni de t), la solution
sera hyperbolique dans tout ’espace x — ¢ alors que pour un probléme non linéaire, la solution
peut n’étre hyperbolique que localement selon la nature des valeurs propres (réelle ou complexe).

8.1.2 Une remarque utile

On a parle de systéme conservatif ou de lot de conservation pour désigner des systémes
d’équation qui se mettent sous la forme donnée par I’équation (8.2). Si cela a du sens d’un point
de vue mathématique, cela n’en a pas nécessairement du point de vue physique. En effet, si une
grandeur — appelons-la u(z,t) — vérifie une équation de conservation de la forme:

ut + [f(u)]e =0,

alors on peut créer une infinité d’équations de conservation de la forme: [g(u)]; + [h(u)], = 0
— sous la condition que g et h vérifient b’ = ¢’ f’ — qui soient similaires a I’équation originelle.
Tant que la fonction u(x,t) est continiment différentiable, cela n’améne guére de problémes. En
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revanche, si 'on s’intéresse aux solutions dites faibles (c’est-a-dire présentant une discontinuité),
alors les solutions ne sont pas équivalentes. Il faut donc bien utiliser ’équation de conservation
qui a un sens physique. La question est naturellement: comment savoir si une équation de
conservation a une origine physique ou non. En général, les équations utilisées en physique sont
tirées de bilans macroscopiques. Par exemple, I’équation de conservation de la masse m implique
que sur un volume de controle V

dm d
Moo= [ pav=0;
at at ),V =05

de 1a on tire que: O;p + V - (pu) = 0. Or comme les solutions faibles sont toujours obtenues
en réintégrant les équations locales (voir infra), il convient donc de se ramener au probléme de
formulation physique d’origine. A noter que du point de vue mathématique, le passage d’une
équation de bilan macroscopique a une équation locale se fait sans probléme; en revanche, le
processus inverse induit la perte d’unicité de la solution.

8.2 Courbes caractéristiques et invariants de Riemann

On va donner ici une interprétation géométrique aux termes différentiels qui apparaissent dans
léquation (8.1). Par exemple, dans le cas n = 1, on introduit la courbe caractéristique comme
étant le lieu géometrique le long duquel on va pouvoir interpréter le terme dyu(z, t) + adyu(x, t)
— avec a une constante ou une fonction de u, x, et t — comme une dérivée matérielle du(zx,t)/dt.

Dans le cas n = 2, il y a deux variables indépendantes (x et t) et deux courbes caractéristiques
caractéristiques, ce qui permet de faire un changement de variables (introduction des variables
dites de Riemann), qui est souvent profitable, surtout dans le cas non linéaire. Pour le cas
n > 2, cela ne sera plus possible puisqu’on aura n caractéristiques pour seulement deux variables
indépendantes.

8.2.1 Cas trivial: dimension du probléme n =1

Considérons le cas n = 1 (A se réduit alors & un scalaire a) et une équation (8.1) homogéne.
Owu(zx, t) + adyu(x, t) = 0.

Une courbe caractéristique est une courbe z = x.(t) le long de laquelle I’équation aux dérivées
partielles 9yU + ad,U = 0 est équivalente & une équation différentielle ordinaire. Considérons
une solution U(z, t) du systéme différentiel. Le long de x = z.(t), on a: U(x, t) = U(z.(t), t) et
le taux de variation est:

dU(z.(t),t) 0oU(x,t) n dz. 0U(x, t)
dt ot dt Oz

Admettons maintenant que la courbe vérifie I'équation dz./dt = a. Alors on a immédiate-
ment :
dU(z,t)  0U(x,t) N oU (z, t)

a ot oy

Puisque dU (z, t)/dt = 0 le long de z.(t) cela veut dire que U(z, t) se conserve sur cette courbe.
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8.2.2 Casn=2

Considérons maintenant le cas n = 2. La matrice A admet deux valeurs propres A1 et Ao
ainsi que deux vecteurs propres a gauche vy et vo:

V; A= )\iVi~

Elle admet également deux vecteurs propres & droite wi et wa:

Si on introduit les composantes de A
a b
SR
alors on a
1 a-d+vA . at+d+vA
vi=| d—a++VA |, w1 = 2 ,assoc1ea)\1:f,
2c 1
1 a—d—vVA
I v= d—vVA
vo=| d—a—+VA |,w2= 2% ,associéa)\gzw,
1
2c

avec A = (a—d)? +4bc. Rappelons que tout vecteur colinéaire & un vecteur propre est également
un vecteur propre. On peut donc étre amené, selon les cas, & écrire un peu différemment les
expressions des vecteurs propres. On a ainsi

2c a—d+ VA
d A
vy = d—a+ VA W = 9% ,associéséw\lzia+ ;\/»7 (8-3)
1 1
2c a—d—+A
d—vA
vo=| d—a—+VA |,wy= % , a8S0Ciés & Ao = W. (8.4)
1 1

Notons aussi que les vecteur propres droite et gauche sont deux & deux orthogonaux :
Vi W2 = 07

V2-W1:0.

En effet les deux vecteurs doivent étre orthogonaux puisque le vecteur & gauche est aussi le
vecteur propre a droite de la transposée de la matrice A: vy - A = (A* - va)" et vo - w =
Vo - (A . Wl/)\l) =A*. Vo - Wl/)\l = (Vz . Wl)(/\g/)\l), d’ou )\2/)\1 =1 ou bien Vo W1 = 0. On
peut aussi relier les composantes du vecteur a droite et du vecteur & gauche. Ainsi, avec ’écriture
adoptée plus haut pour les composantes des vecteurs propres, on a wi; = —v9g et wio = —v9y.

On va commencer par le cas linéaire, qui est le plus simple car les courbes caractéristiques
sont des droites. Le cas non linéaire présente bien des similarités, mais les courbes caractéristiques
ne seront plus des droites.
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Systéme linéaire

Lorsque les vecteurs propres sont des constantes, il est possible de procéder & un changement
de variable de la maniére suivante : on multiplie I’équation (8.1) par v;. On obtient :

Vi‘Ut-l-Vi'A(U)Ux-i-Vi'B:O.

Soit encore:
v, Ui+a;v; - U, +v;,-B=0.

On pose alors r; = v; - U, c’est un nouveau jeu de variables r = {ry, ro} qui vérifie:
rr+A-r,+r-B=0

ou A = diag{\;, A2}. On se raméne alors & un systéme d’équations différentielles ordinaires
indépendantes

7d d t
(Ll + 11 - B = 0 le long d'une courbe = = z. 1(t) telle que xid;() =\
7d d t
(;2 + 12 - B = 0 le long d'une courbe = = z. 2(t) telle que xidi() ~ o,

Systéme non linéaire

Plus complexe est le cas ou les vecteurs propres sont des fonctions de U de composantes
(U1, Usy). Dans ce cas, on recherche un jeu de variables nouvelles r = {71, r2} tel que:

vy -dU = pydry,

v - dU = padry,

ol u; sont des facteurs intégrants pour que dr; puisse étre considéré comme une différentielle
exacte. On a ainsi:

87‘1 87“1
dry = —dU; + —dU;y | = v1dU- dUs.
p1dry M1<8U1 1+8U2 2) v11aUy + vi2adls
Par identification, on trouve:
Or _vn
oy o’
et
o _ v
oy

On en déduit les équations que doivent vérifier r1 et . En faisant le rapport des deux équations

précédentes on tire:
87“1 V11 8r1

o 120Uy’

tandis que le facteur intégrant est obtenu par I'application du théoréme de Schwartz '

(8.5)

O vz _ 0 wn
UL pi OUy p1

1. Ce théoréme énonce sous réserve de continuité que O,y f = Oy f et donc lorsqu’on a une différentielle totale
de la forme du(z,y) = adx + bdy, on a dya = 9,b.
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Le facteur intégrant peut également étre obtenu par resolution de dr;/0Us = 1/, lorsque les
composantes de vy sont de la forme (8.3) car vy; = 1.

A noter que si on se sert de w; avec i = 1 ou 2 (le vecteur propre & droite de la matrice
A), alors, la premiére équation est équivalente & wq10r;/OU; + weedry /0Us = 0, soit sous forme

vectorielle :

C’est cette définition des invariants de Riemann qui est le plus souvent dans la littérature tech-
nique. On dit que 71 est un 2-invariant du systéme (8.1).

Le systéme caractéristique associé a la premiére équation (8.5) donne:

dty _ de _ dn

)
vi2  vn 0
ce qui permet de trouver une intégrale premiére. On aboutit alors a ’équation :

dU

vl 0 —
dt |,—x, )

—|—V1-B:O,

ou la courbe z = X (t) vérifie dXy/dt = A1. On appelle I-courbe caractéristique cette courbe.

Soit encore :

dr
M1 =1 +vi-B=0.
dt |,—x, )

En faisant de méme pour rs:
dr
H2 d72 +vo-B=0.
tle=xo(t)

Soit de maniére condensée:

dr

ar +S(r, B) =0, (8.6)
dt |,—x )

le long de deux courbes caractéristiques définies par r = X(t) telle que dX(¢)/dt = (A1, A2);
S représente un terme source tel que ses composantes vérifient 11;S; = v; - B. S’agissant d’une
équation différentielle, il n’y a pas une seule courbe caractéristique, mais une famille de courbes
caractéristiques associées & chaque valeur propre. Les nouvelles variables r sont appelées variables
de Riemann. Dans le cas o le systéme est homogéne (B = 0), ils sont constants le long des
courbes caractéristiques et on les appelle alors des invariants de Riemann. A noter que dans ce
cas, seul r importe et il n’est pas utile de calculer les facteurs intégrants ;.

n = cte
& = cte

Figure 8.1 : caractéristiques dans le plan physique et dans le plan de Riemann.
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On peut considérer que les réseaux de courbes caractéristiques forment un systéme de coor-
données curvilignes (£, n). Chaque famille admet une représentation paramétrique de la forme

pour la 1-caractéristique associée & A\1,& = ¢(x,t) = cste,

pour la 2-caractéristique associée & Ao, n = ¥(x,t) = cste,

autrement dit, £ est une abscisse curviligne le long de la 2-caractéristique et n le long de la
1-caractéristique. Cela permet aussi de passer d'un plan physique x —t & un plan caractéristique
& —n ou les caractéristiques forment des droites paralléles aux axes. Notons au passage que si
un point M(z, t) décrit la 1-caractéristique, alors & = ¢1(x,t) = cste, donc par différentiation,
on tire

doi(z,t) = Oxdda + Orpdt = 0,

soit encore
dx o 8t¢
dt [o0)
puisque c’est ainsi que nous avons défini la courbe caractéristique précédemment. D’ou 'on tire
les équations que doivent vérifier ¢ et ¥

(bt + )‘1¢JI = 07
wt + )\2% =0.

Pour un systéme homogene, I'invariance des variables de Riemann revient & écrire que le systéme
(8.6) (avec S = 0) peut se mettre sous la forme équivalente

ory B
87,’7 —_— O’ (8.7)
87’2 N
2 =" (8.8)

Il est également possible d’écrire I’équation (8.1) sous une forme simplifiée sans passer par les
variables de Riemann (Kevorkian, 2000, voir pp. 459-461). Pour cela, au lieu de travailler avec
les variables dépendantes z et t, on va employer les coordonnées curvilignes £ et 1. On introduit
le changement de variables

x = f(&m),
t=g(&n).
Examinons tout d’abord 1’équation de la 1-caractéristique
0 0
de  gEdE+ ghdn
a - >\1 - agd 6gd ’
agd& gy dn

or comme la 1-caractéristique est une courbe ou £ = cste, on déduit

dzx %ndn \
N, = Al,

solt encore
of _, 99
on 1877’
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et de méme pour la 2-caractéristique
of 99
= \g—>
3 3

Calculons le taux de variation de Uj le long de la 1-caractéristique:

6U1 6U1 (95 8U1 877
ot 9E ot oy ot
_ 0U1 09 L o0 oU; 0y
85 ot on ot

(8.10)

On a de méme
oUL _ U 05 | O 00
Ox 0¢ Oz On Ox’
oUy  0Uz 09  0U, 0y
ot 0E ot on ot’
oU; — 0U3 99 L 9 oU, 0y
Ox 8§ dr  On o’

Il s’ensuit que
dU; _oUy Uy

b S NN — (A = AUy,
dt |,y Of 0z = 1= R)velly
puisque ¥y + Aoy = 0 et ¢y + A1, = 0. On a de méme

oUq 8U1 B

o0 + Ao—— o (A1 — X2)pUs ¢,

U, oU,

v + A= o = (M — X))z Us g,

oU, ouy

e + )\2% = —(A1 — A)pUs ¢

En multipliant 1’équation (8.1) par le vecteur a gauche vy

dU

Vl.i

+vi-B =0,
dt |, x, 1)

soit encore
v11B1 + v12B2
(A1 — A2)py
avec (Bj, Bg) les composantes de B. On a de méme avec le second vecteur a gauche va

UllanU1 + 012877(]2 = —

v21 81 + v22 B3
(A — A2)pps

Il reste maintenant & exprimer v, et ¢, en fonction de & et 1. Pour cela, on écrit les relations
entre anciennes et nouvelles variables sous forme infinitésimale

(5 )=(E ) (a)
(o) =(w)-(o)

(@ ¢>t>:1<fg fn>
% % J ge Gn ’
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avec J = fegy — fyg¢. On déduit aprés arrangement des termes

v110pUr + v120,Us = —(v11B1 + v12B2) gy, (8.11)
1)215'5[]1 + U228£U2 = —(7)2131 + 02232)95. (8.12)

Le systéme des quatre équations (8.9-8.12) gouverne les variations de f, g, Uy, et Us. Cette
formulation permet d’aboutir & des schémas numériques (différences finies progressives). Pour
un systéme homogéne, on peut écrire ces quatre équations sous la forme suivante

27]; -\ (Uy, UQ)gf] =0 et r1(Uy,Us) = cste sur £ = cste, (8.13)
gg — M\ (Uy, Ug)gg =0 et r1(Uy,Us) = cste sur n = cste. (8.14)

On peut également utiliser les variables de Riemann comme nouvelles variables indépendantes
(au lieu de & et n) sous réserve que ri et 9 soient indépendantes et non constantes toutes les
deux sur un domaine donné. Posons

x = f(&n) = X(r1,r2) et t = g(&,n) = T(r1,r2).
On a les relations

8,7f = Om fan’l“l + 87«2 fa,ﬂ“g = Omf@,,rg = 87«2)28777‘2,
Ong = Op, gOyT1 + Ory gOyT2 = Ory gOyTa = 8r2T8nr2,

car Oyr1 = 0 [voir équation (8.7)]. De méme, on a

8§f = 3,»2]0857‘1 + Ory f85T2 = 0Op, fagrz = 8“)2857“1,
0eg = O0r,gO¢r1 + OrygOgra = Op, gOgro = Op T g1,

car Oyr1 = 0 et O¢ro = 0 [voir équations (8.9-8.10)]. Comme on a posé (U, Uz) et ro(Uy, Ua),

on peut inverser et trouver Uj(ry,r2) et Usa(ri,r2). On peut donc exprimer les valeurs propres
en fonction des invariants de Riemann

A1 (r1,7m2) = A (U1, Us) et Aa(r1,72) = Ao(Uy, Uo).

Avec les nouvelles variables, les équations caractéristiques (8.13-8.14) s’écrivent

que l'on peut combiner en une seule équation du second ordre en T en différentiant la premiére
équation par r1 et la seconde par ro. On obtient alors

(8.15)

87“11"2—’_5\2—5\1 Ory Or1 Ory Ory

oT 1 OXo OT 0Ny OT
87’2 87‘1 6’/“1 (97“2
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8.2.3 Exemples
Equations de Saint-Venant et rupture de barrage

Les équations de Saint Venant s’écrivent de maniére simplifiée et non dimensionnelle sous la
forme :

Oth + 0z (uh) =0, (8.16)
Osu + uOzu + Ozh = 0, (8.17)

ce que l'on peut écrire sous la forme condensée (8.1), avec: U = {h, u}, B=0et:

u h
a( 1),
Les valeurs propres sont: \; = u & v/h; les vecteurs propres a gauche: v; = {1, £ v/h}. Le

systéme étant homogeéne, on recherche les invariants de Riemann {ry, ro}. Ceux-ci sont solutions
des équations aux dérivées partielles:

Oy __10n

oh  Vhou’
et

Ory _ 1 0

oh  /hou’

Les courbes caractéristiques admettent donc pour équations:

dh  du

+—=—.
vh o1
Une intégrale premiére est de la forme : u+2v/h, c’est-a-dire que toute fonction F de u+2vh (F

arbitraire) est solution de l’équation différentielle précédente. On prendra ici la fonction identité.
Donc, linvariant de Riemann est: r; = u =+ 2¢q, avec ¢g = vVh. On doit avoir

d
—(uE2vh) =
5 (wE2Vh) =0,

le long des courbes caractéristiques Cy : da/dt = u & V/h.

Si on considére une rupture de barrage, on doit avoir comme conditions initiales:

— pour la vitesse —oco <z <oo u(z,0)=0
— pour la hauteur x <0 h(z,0) = ho
x>0 h(z,0) = 0

La perturbation engendrée par la rupture va se propager a ’amont et & ’aval.

On a montré au chapitre 4 (voir § 4.6.2) que lorsqu’on a un domaine d’écoulement « constant »
(R; sur la figure 8.2), c’est-a-dire ou u et h sont constants, il existe nécessairement un domaine
dit « onde simple » (R2) avec une dépendance u(h) et une famille de caractéristiques qui sont des
droites. Il existe un troisiéme domaine « vide » (R3) ou l'écoulement n’est pas encore parvenu.
On ne connait pour l'instant pas ’extension de ces différents domaines dans le plan = — t.

Examinons tout d’abord les caractéristiques C; émanant de 'axe t = 0 et < 0. Le long de
ces caractéristiques, les invariants sont

R = u+ 2Vh = 2¢, (8.18)
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Figure 8.2 : éventail des caractéristiques émanant du point origine.

avec ¢g = v/ ho la vitesse initiale de ’onde de rupture. Ces caractéristiques ont pour équation

dx
— =Xy =u+Vh,

e~ 7

qui sont des courbes (que I'on ne connait pas encore) dans le domaine Ry, mais des droites
dans le domaine R; puisque u et h sont constants. L'information est transmise le long de ces

caractéristiques du domaine R; vers le domaine Rs.

La caractéristique marquant les limites de cette zone non perturbée, que ’on appellera do-
maine R; (voir figure 8.2), est la droite x = ¢yt reportée en gras sur la figure 8.2. Cette caracté-
ristique émanant de 0 représente tout simplement la propagation de la discontinuité initiale de
henz =0 (at=0). Elle appartient a la famille C_ d’équation

dx

_—= )\_ = Uu — \/ﬁ’

dt
qui avec les valeurs initiale & gauche de 0 donne ici dx/dt = —cy. Dans le domaine Ry, la famille
de caractéristiques C_ est forme un réseau en éventail (onde simple centrée) d’équation

%:/\_ =u—Vh, (8.19)

En résolvant le systéme d’équation (8.18-8.19), on trouve alors :

= g (% + co) , (8.20)
h= % (—% n 2c0)2 , (8.21)

A noter qu’en x = 2cot, la hauteur devient nulle. Le domaine Rj3 représentant le domaine non
encore concerné par la rupture de barrage est délimité par la caractéristiques x = 2¢opt qui est a
la fois une caractéristique C_ et C,. L’avancée du front se fait a la vitesse 2c¢g.

A noter qu’on a ici: u = 2(cg — vh) dans tout le domaine d’écoulement (c’est invariant R
de Riemann qui se conserve). En reportant cette expression dans I’équation de conservation de
la masse, on obtient :

oh oh
o7 + (20— 3\/5)% =0.

qui est équation de I'onde cinématique, avec une vitesse de propagation 2¢y — 3v/h.
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Equations de Saint Venant et invariants de Riemann

Examinons ici une autre maniére d’introduire la notion d’invariants de Riemann. Les valeurs
propres de la matrice A introduite dans le systéme d’équations (8.16):

ANi=u=xec,

et les vecteurs propres & gauche sont :

c
v = (£, 1) .
=
Multipliant les équations par le vecteur & gauche vy, on tire:

c(0h Ohu_ Ohy _ Ou_  Ou
n\ot T or  Sox) " ot TVar

que ’on peut arranger sous la forme:

¢ %—i—( _)% _87“4_( _)@
n\or "\ Y% ) T o T\ T Y

On fait ensuite de méme avec vo ; on obtient une équation similaire & un facteur de signe preés et
ol u — ¢ est remplacé par u + ¢. On note la présence du facteur ¢/h et une certaine symeétrie des
équations; on souhaiterait pouvoir faire entrer le rapport ¢/h dans les termes différentiels. Pour
cela introduisons une fonction ¢(h) telle que:

dp ¢

dh R’
On a évidemment : ¢(h) = 2¢/gh = 2¢. Nous introduisons maintenant des variables, dites inva-
riants de Riemann:

r=ut+pets=u—oy,

ou bien inversement : )
S L DV Gl
2 16g

Si on effectue le changement de variable (u, h) — (r, s), on obtient pour la premiére équation :

or 1 or

E+1(37’+8)%,—0
et pour la seconde équation

Jds 1 0s

Une onde simple? est un écoulement pour lequel un des invariants de Riemann est constant (voir
§ 8.5). Il y a donc ici deux ondes: une r-onde et une s-onde. On introduit les ondes simples :

— r-onde simple: le premier invariant r est constant le long de la seconde caractéristique
d’équation dxg/dt = (3r + s)/4;

— s-onde simple: le second invariant s est constant le long de la premiére caractéristique
dz,/dt = (3s +r)/4.

2. travelling wave ou simple wave
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8.3 Formation d’un choc

Une caractéristique des équations hyperboliques est qu’elles peuvent propager une discon-
tinuité initiale ou bien générer une discontinuité au cours du temps. Il est donc nécessaire de
passer un temps de temps sur les caractéristiques des discontinuités, que nous appellerons ici
chocs.

8.3.1 Dérivation des équations de choc dans le cas m =1

On étudie la formation d'un choc pour un probléme le plus simple possible. On examine
I’équation convective non linéaire:

0 d
—u(x,t) +c(u; z,t)—u(x,t) =0, 8.22
O 1)+ s 1) -l 1) (8.22)
avec comme condition initiale u(xz, 0) = ug(x) et ¢ une fonction donnée de u et éventuellement
x et t. Cette équation peut aussi se mettre sous la forme

Ou , 9f(w)

5 T an =0 (8.23)

avec f'(u) = c¢(u). Cela permet d’écrire cette relation sous la forme intégrale

d [*r

il u(z, t)dz = f(u(zr, t)) — (u(zg, t)),

oll z1, et xR sont les abscisses de points fixes. Si la solution admet une discontinuité en x = s(t)
sur lintervalle [z, zg], alors:

d TR d s TR
e g u(z, t)de = T </IL u(z, t)dx —i—/s u(z, t)dw) )
Soit encore:

d x

R s 9 IR 9 . X
T g u(zx, t)de = /H au(w, t)dxr + /S au(m, t)dx + su(zp,t) — su(zg,t).

En faisant tendre xp — s et x5, — s, on tire:

$[ul = [f (W],

ou
[u] =ut —u~ = lim w— lim u,
T—8,L>8 r—S,x<Ss

les signes + et — sont employés pour désigner ce qui se passe & droite et a gauche respectivement
de la discontinuité z = s(t). Il s’ensuit que §'il y a une discontinuité en un point z = s(t), alors
on doit avoir de part et d’autre de x = s(t):

$[ul = [f(w)] (8.24)

Cette relation s’appelle Rankine- Hugoniot.

La question est alors: sous quelle condition un choc peut-il se produire ?
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Pour y répondre, on recherche les caractéristiques du probléme. Le long des courbes dx/dt =
Au), avec A(u) = f'(u) appelée vitesse caractéristique, on a:
du
— =0.
dt
Il s’ensuit que u est constant le long des courbes caractéristiques. Donc dz/dt = A(u) = ¢, avec
¢ une constante, ce sont donc des droites: x = xg + A(uo(zo))t.
De 13, on tire qu’on a u(x, t) = ug(xg) = up (r — AM(ug(xp))t). Quand deux caractéristiques
se croisent, la dérivée u, devient infinie (puisque u prend deux valeurs en méme temps) :
on ’ ( ) 1
— =uy(x
ox OO N (o (z0) ) (o)t

soit au temps: t, = —1/N (z,). Au point d’intersection, u change trés rapidement de valeur: il y
a un choc. La ligne s = s(t) dans le plan = — ¢ est le lieu du choc. Une condition nécessaire pour
qu’il y ait un choc est donc que ¢, > 0 soit :

)\/(xo) < 0.

Il faut donc qu’il y ait un ralentissement de la vitesse caractéristique (voir figure 8.3).

X

Figure 8.3 : Diagramme de caractéristiques et formation d’un choc.

Les caractéristiques qui sont & ’origine du choc forment une courbe enveloppe dont I’équation
implicite est donnée:

x =xzo + AMuo(zo))t et N(uo(xo)) +1=0. (8.25)

Apres le choc, la solution serait a valeur multiple (voir Fig. 8.4), ce qui est impossible. On
substitue donc une discontinuité placée de telle sorte que les lobes de part et d’autre soient de
superficie égale.

Equations de Saint Venant et onde de choc

Revenons aux équations de Saint-Venant sous une forme conservative. Pour calculer la posi-
tion du choc, on écrit les équations du mouvement sous une forme intégrée. On intégre le systéme
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\4

Figure 8.4 : position du choc.

hi v

W/

hg

x = s(t)

Figure 8.5 : déplacement d'un mascaret (« onde de choc »).

d’équation le long d'un segment [z, z2] comprenant le point x = s(¢). L’équation de conservation
de la masse s’écrit alors:

d [ )
@), hdx 4 [uh]3? =0
d [* 1 T2
Quand on fait la décomposition [z, zo] = [z1, s] + [s, z2], puis en faisant le passage a la limite

r1 — S et xo — s, on obtient pour la conservation de la masse:
$[h] = [uh],

ainsi que pour la quantité de mouvement :
: 2, 1 2
s[hu] = [u*h + igcosé?h I

Notons que le terme source pgsiné — 7,/p n’a aucune influence sur les conditions de Rankine-
Hugniot. On trouve donc que la quantité (flux de masse) uh se conserve a travers le choc quand
on exprime cette quantité dans un repére mobile rattaché au choc. La vitesse s’écrit alors de
manicre relative comme: v’ = u — §: [u’h] = 0. De meéme, le flux de quantité de mouvement
u?h + gcosOh?/2 se conserve: [u'?h + gcos@h?/2] = 0 (pour montrer cette derniére relation, il
faut également se servir de la conservation de la masse dans le référentiel mobile).

Un exemple de choc est donné par le mascaret induit par une vanne en translation. Considérons
une vanne qui a l'instant £ = 0 se met en mouvement de translation le long d’un canal plat oul
I’eau est initialement au repos. La vitesse de cette vanne est V. On peut calculer la vitesse de
I'intumescence créée par le mouvement de I'eau. Si on se replace dans le repére fixe, on peut
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écrire

$(hg — h1) = =Vhy,
$(=Vhy) = gh3/2 — (M V? + gh3/2).

En éliminant §, on tire la relation :
(1= m)*(1+n) =2Fry,

ou Fr = V/\/ghsy est le nombre de Froude et n = hy/hs. Il y a deux solutions & cette équation
mais une seule® permet d’avoir > 1 (dans le cas plus général, c’est une condition de dissipation
d’énergie qui permet de choisir la bonne solution). On reporte sur la figure 8.6 les deux courbes
2Fr?n et (1 —n)%(1 +n) = 2Fr?y, dont lintersection nous fournit la valeur n voulue et donc
nous permet de calculer la vitesse de propagation du mascaret. Notons sur ce méme graphique
si I’on se place dans le cas F'r > 1, on trouverait une valeur de n < 1, donc une vitesse § < 0, ce
qui n’a pas de sens; en fait, dans ce cas-14, la solution est plus complexe: elle comprend a la fois
une onde simple de détente précédé d’un mascaret.

2

175 !
1.25 /
0.75 ; _

05t _ -

025} _ -

0 0.5 1 1.5 2

Figure 8.6 : tracé des courbes 2Fr?y (trait discontinu) et (1 — n)%(1 +n) = 2Fr?n (trait continu). On a tracé
2Fr?n pour deux valeurs de Fr: Fr = 0,5 (tiret long) et Fr = 1,5 (tiret court).

Ce probléme peut également s’étudier a I'aide de la méthode des caractéristiques en résolvant
les équations de Saint-Venant avec les conditions initiales et aux limites suivantes:

— pour la vitesse x>0 u(z,0) =0
enx =Vt u(z,t)=V
— pour la hauteur =z >0 h(x,0) = ho

Si on se place dans I'espace x —t, on trouve que les caractéristiques émanant de 'axe x (t = 0)
sont données par l'équation: dXy/dt = ¢g alors que celles provenant du mur (droite z = V't)
sont données par: dX/dt =V + ¢y. Ces derniéres coupent nécessairement les premieres: il y a
formation d’un choc en un point x = s(t) (voir figure 8.7).

3. En effet, il faut que 5 > 0 or $ = Vy(n — 1)7*, d’ot il faut que 1 > 1.
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? x=Vt v/
//
=s(t
dX . i x=s(t)
dt
7
/
7 dx
/ +:C()
Vs dt
/
/ >
X

Figure 8.7 : caractéristiques C.
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8.4 Le probléme de Riemann pour des problémes scalaires (n = 1)

On appelle probléme de Riemann un probléme aux valeurs initiales de la forme suivante:
Oyu + 0, f(u)] =0,

U siz <0
u(z, 0) = up(z) = L= ’
urp six >0,
avec uy, et ug deux constantes. Ce probléme correspond & I’évolution d’une fonction u initialement
constante par morceaux, avec une discontinuité en x = 0. Ce probléme est fondamentale pour la

résolution théorique de problémes ainsi que la résolution numérique des équations hyperboliques.

8.4.1 Cas linéaire

Considérons tout d’abord le cas linéaire ou f(u) = au, avec a une constante. La solution est
triviale :

uy, six—at <0,
u(:z:,t)zuo(a:—at):{ ur six—at>0.

A U(X)
uL
Ug
N
V.
X
t
x—at=0
uL
MR
MR
>
X

Figure 8.8 : probléme de Riemann dans le cas linéaire.

La discontinuité se propage avec une vitesse a.

8.4.2 Cas non linéaire
Cas général

Dans le cas général (ou f” # 0), le probléme de Riemann est un probléme aux valeurs initiales
de la forme suivante :

Opu + 0z [f (u)] = 0,
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ur, sz <0,
u(@, 0) = uo(x) = { ur six>0.

avec uy, et ur deux constantes. On suppose que f” > 0 en tout premier lieu; le cas d’un flux non
convexe sera traité aprés. On va montrer qu’il existe deux types possibles de solution : soit une
solution appelée onde de détente (ou bien onde simple) qui est continue, soit une solution dis-
continue qui représente la propagation de la discontinuité initiale (onde de choc). Physiquement,
une seule de ces solutions est possible et le choix sera dicté par une condition d’entropie selon la
valeur respective de uy, et ug.

Onde de détente. Notons tout d’abord que cette équation est invariante par la transforma-
tion x — Az et t — At. Une solution générale peut donc étre recherchée sous la forme U(&) avec
¢ = x/t. En reportant cette forme générale dans l'équation aux dérivées partielles, on obtient
une equation différentielle ordinaire de la forme:

(f(U©)-¢gu =o.
Il y a deux types de solution & cette équation :

— onde de détente: (f'(U(§)) — &) =0.Si f” > 0,alors f'(ug) > f'(ur); Péquation f'(U) =&
admet une seule solution lorsque f'(ug) > & > f’(ur). On dit que uy, est relié & ur par
une onde de détente: £ = f'(U(£)). En inversant f’, on trouve la solution recherchée

u(z, t) = V)

~ état constant: U'(€) = 0. C'est la solution triviale u(z, t) = cte. Cette solution ne vérifie
pas le probléme initial.

La solution s’écrit donc

. X /
ur, S1 Z S f (UL),
u(e, ) =4 F0E) i fur) < T < f(up)
z /
UR si— > f'(ug)

Onde de Choc. On a précédemment vu que l'existence de solutions faibles (discontinues) a
I’équation différentielle hyperbolique (8.22). En admettant une discontinuité le long d’une droite
x = s(t) = st, on tire: [f(u)] = $[u]. La solution est alors:

w(z, 1) = ur, six < st,
’ up six > st.

Il y a alors formation d’'une onde de choc de vitesse § donnée par:

_ flur) = f(ur)

ur, — uURr .
Sélection de la solution physique. Deux cas de figures peuvent se présenter (rappelons
que que f” > 0). On appelle A(u) = f'(u) la vitesse caractéristique (voir section ci-dessous);
c’est la pente de la caractéristique (droite) du probléme.

~ 1°"cas: ug > uy. Puisque f” > 0, alors A(ug) > A(uz). A Tinstant initial ¢t = 0, les deux
caractéristiques définissent un cone. L’équation £ = f/(U()) a une solution sur I'intervalle
AMug) > & > Mup). Voir Fig. 8.9;

— 2®mecas: up < ur. Les caractéristiques se croisent dés le temps initial t = 0. Le choc se
propage a une vitesse A(ugr) < § < A(ur). Cette derniére condition s’appelle condition de
Laz ; elle définit si la vitesse d’un choc est physiquement admissible.
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Figure 8.9 : probléme de Riemann dans le cas ug > ur.

Cas du flux non convexe

Pour certaines applications, le flux n’est pas convexe. Un exemple est donné par 1’équation
de Buckley-Leverett, traduisant 1’évolution de la concentration d’eau ¢ dans un écoulement de
pétrole sous pression dans un milieu poreux:

(bt +f<¢)a: =0,

avec f(¢) = ¢*(¢* + a(l — ¢)?)~! et a un paramétre (0 < a < 1). Cette fonction posséde un
point d’inflection. Contrairement au cas convexe, pour lequel la solution se compose de chocs et
d’ondes de détente, la solution ici est composée d’onde mixte (compound wave) résultant de la
superposition d’'une onde de détente et d'un choc (LeVeque, 2002, voir pp. 350-356).

Exemple

On cherche a résoudre 1’équation de Huppert, qui représente le mouvement d’un fluide trés
visqueux sur un plan incliné

Oh  pgh?sin® Oh
T S AR
ot 7 ox

Il s’agit d'une équation non linéaire de convection de la forme Oih + ¢(h)0,h = 0 avec c(h) =
pgh?sin@/u ou bien encore O;h + 0.f(h) = 0 avec f(h) = pgh3sinf/(3p). Cette équation
est obtenue & partir des équations de Navier-Stokes en supposant que les termes inertiels sont
négligeables et en utilisant 'approximation d’onde longue (Huppert, 1982). Les conditions aux

limites sont données & la figure 8.10: il s’agit du lacher d’un volume fini de fluide.

(8.26)

Cette équation se résout assez simplement avec les conditions aux limites. Il s’agit en effet
d’un double probléme de Riemann, un premier en x = 0 et un autre en x = £. 1l faut donc
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2z

r=1

Figure 8.10 : configuration initiale de I’écoulement.

chercher les solutions faibles (choc) et les ondes de détente associées a cette équation. Pour les
solutions faibles présentant une discontinuité en x = s(t), on a une relation qui donne h de part
et d’autre de z = s

s[hl = [F(n)] (8.27)

en fonction de s la vitesse de la discontinuité. Les ondes de détente sont des solutions auto-
similaires de la forme H(§) avec & = x/t. Ici, en substituant h(z,t) par H(£) dans (8.26), on
obtient

H(—€+c(H)) =0,

ce qui veut dire qu’on a soit H' = 0, soit

H = . (8.28)

~
~
~
——

Figure 8.11 : caractéristiques.

Notons que mise sous forme caractéristique, 1’équation (8.26) s’écrit

dh dx
— =01lel de — =
e long de &

= c(h). (8.29)
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Il s’ensuit qu’initialement les caractéristiques sont des droites, dont la pente est donnée par c(hy)
comme le montre la figure 8.12.

Dans les tout premiers temps, il se développe

— a droite un choc. D’aprés (8.27), on a

o[h] = [f(R)],
$0(0 — ho) = f(0) — f(ho),
f(ho) _ pghsin®

hg 3,u

donc la caractéristique émanant de A a pour équation

1 pgh? sin 6
x:£+sot=e+§mt.

— a gauche une onde de détente. La solution est donnée par (8.35). Du point O, il part un
faisceau en éventail de courbes caractéristiques d’équation

xr = mt,
avec m un réel variant entre 0 et mo = pgh? sin 0/pu.

t

ho g

Figure 8.12 : rencontre des deux caractéristiques.

Les deux caractéristiques « = mot et x = £ 4 $gt se rencontrent au point B au temps tp
14 R 24
mo — S0 2pgh%sin9'

tg =

L’abscisse de B sera

3
TR = motg = 5(.

La solution aux temps courts (0 < ¢ <t¢p) est donc

o
h(z,t) = — 0 <z <mgt 8.30

(000) = [ 2% pour 0.2 < o, (8:30)
h(z,t) = hg pour mot <z < £+ ot (8.31)
h(z,t) =0 pour x > s(t) = £ + sot ou = < 0. (8.32)
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On vérifie par intégration que le volume est bien conservé.

Pour ¢t > tp, la hauteur a droite de = s(t) est toujours 0, mais & gauche la hauteur a

diminué; elle vaut d’aprés (8.26)
no s
pgsind t

hs =
d’ott 'on déduit la nouvelle vitesse de choc

s[Al = Tf (A,
S(O - hs) = f(()) - f(hs)a
f(hs) _ pgh?sin 6 _1s

§ = -2,

hs 3 3t

En intégrant cette équation on trouve que la caractéristique associée au choc est

t\? 3 2 pgh?(? sin 0 1/3
ty=ap(— ] =2 (0 "Tt)]  =A3
0=e i) =3 ()

202 o 1/3
avec A = (9M> . La solution aux temps longs (¢ > tg) est donc

4 H
h(z,t) =,/ o Ep0ur0§m§Atl/3,
pgsind t

h(z,t) = 0 pour z > s(t) = At'/® ou z < 0.
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8.5 Généralisation a des systémes a n dimensions

L’idée générale derriére le probléme de Riemann est la suivante : on peut localement construire
une base de fonctions qui engendrent I'espace des fonctions solutions du probléme étudié. Ces
fonctions (et les courbes correspondantes) ont des interprétations physiques bien établies (ondes
de choc ou de détente). Quand on considére deux points dans ’espace d’état, on peut en quelque
sorte défini un vecteur et il est tentant de décomposer ce vecteur dans la base locale, c’est-a-dire
si on cherche une interprétation physique, on va relier les deux états par une succession d’ondes
de choc et/ou de détente.

8.5.1 Systémes linéaires
Structure de la solution

On considére le systéme d’équations linéaires :

oU oU

X LA ZE
8t+ Oz 0,

ol A est une matrice n X n possédant n valeurs propres distinctes et réelles. On peut donc écrire
A =R-A-R! avec R la matrice de passage® et A la matrice diagonale des valeurs propres
\;. En faisant le changement de variable W = R~! - U, le systéme d’équations prend une forme
plus simple:

oW oW

—+ A —=0.

ot oz

Il s’agit donc d’une série d’équations d’advection, linéaires et indépendantes, de la forme : dyw; +

XiOzw; = 0, donc la solution est de la forme w; = w;(z — A\jt). Par un changement de variable
inverse, on trouve U = R - W ou bien encore

n
U= Zwl(x, t)I‘Z‘,
i=1

oti r; désigne le vecteur propre & droite de A associé 4 la valeur propre \; et w; est le i ®™® composant
de W. La solution est donc la superposition de n ondes se déplagant & la vitesse \; ; ces ondes
sont indépendantes, ne changent pas de forme, et leur forme est donnée par w;(x, 0)r;.

La solution prend une forme particuliérement simple si la forme de toutes les ondes est
uniforme (9w;(z, 0)r; = 0) sauf pour I'onde d’indice j. On parle alors de j-onde simple:

n
U =wj(x — A\t)r; + Z wi(z, t)r;,
i=1, i

c’est-a-dire I'information se propage le long d’une seule courbe caractéristique a la vitesse \; et
toutes les autres variables caractéristiques w; sont constantes.

Pour un systéeme d’équations linéaires, la seule possibilité d’observer des solutions discontinues
est qu’originellement la condition initiale est elle-méme porteuse d’une discontinuité.

4. Les colonnes de cette matrice sont les vecteurs propres a droite de A.
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Probléme de Riemann

Le probléme de Riemann est un probléme aux conditions initiales de la forme:

ouU oU

I
8t+ Oz 0,

avec
U, siz<O,
U0 = U = { g 5710

On décompose Uy et U, dans la base des vecteurs propres r; :

U, = iwge)ri et U, = iwgr)ru
i=1 i=1

O (

T N
avec wy = w; ' et w, = w; ) des vecteurs dont les composantes sont constantes. Le probléme de
Riemann est en fait composé de n problémes scalaires :

0 g
w siz <0,
wi(®, 0) = { w sz > 0.

La solution des équations d’advection est donc:

§e
wi(w, t) = 1Uzr)

Soit I(z, t) le plus grandes des indices i tels que z — \;t. On a alors:

sixz— A\t <0,
six— N\t >0.

1 n
Uz, t) = szmri + Z wz@)ri.
i=1

i=1+1

Considérons le cas n = 3. La solution se décompose dans le diagramme z — ¢t en des coins ol
U est constant et séparés par les courbes caractéristiques x = A\;t. En tout point M on peut
déterminer la valeur de U en tirant les courbes caractéristiques passant par ce point M jusqu’a
I’axe des abscisses t = 0.

Figure 8.13 : Construction de la solution pour un probléme de Riemann linéaire.
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8.5.2 Geénéralités sur les systémes non linéaires
Remarque préliminaire

Nous allons présenter la solution classique du probléme de Riemann, ot I’on montre que cette
solution peut se décomposer en onde de choc et en onde de détente. Pour qu’une telle situation
se rencontre, il faut que certaines conditions soient vérifiées. La premiére de ces conditions est
que le systéme doit étre strictement hyperbolique®, c’est-a-dire les valeurs propres sont toujours
distinctes. Elles doivent également étre authentiquement non linéasres; cette notion de champ
authentiquement linéaire peut étre vue comme une généralisation de la notion de convexité dans
le cas scalaire. En effet, dans le cas scalaire, il est souhaitable que la vitesse caractéristique soit
monotone, c'est-a-dire A\(u) = f’(u) varie de maniére monotone avec u et donc que f”(u) > 0 ou
< 0 (f doit étre convexe ou concave) sinon le probléme de Riemann est plus complexe, avec des
ondes mixtes (compound waves) ou de choc surcompressif ou souscompressif.

Pour des systémes non linéaires & n dimensions, les valeurs propres, fonctions non linéaires
de U, définissent des champs dits caractéristiques. Lorsque le gradient d’un champ est normal &
son vecteur propre a droite, on parle de chamyp linéairement dégénéré® :

VA-w=0.

Dans le cas contraire on parle de champ authentiguement non linéaire. En effet, si l’on veut qu’une
vitesse caractéristique Ay ne s’annule pas le long d’une courbe caractéristique C, (rappelons-le,
une courbe intégrale du vecteur a droite), alors on doit avoir

dAg da

s S d¢
avec U décrivant C; cela veut dire que 1 « wg. La condition de non-dégénérescence s’écrit donc
VauAk - wy # 0. Si la variation d)/d€ est strictement positive (resp. négative), la vitesse caracté-
ristique est toujours croissante (resp. négative) et I'onde est en expansion (resp. en contraction)’.
Si elle s’annule en un point donné, alors la caractéristique est localement une droite comme dans
le cas linéaire.

>0ou <0,

Invariants de Riemann

Précédemment, on avait fait remarquer I'invariance de I’équation aux dérivées partielles par
une transformation (x, t) — A(z, t). Cela nous améne & penser que dans certains cas la solution
se présente sous la forme d'une équation: U(z, t) = W(§,ur,ur), avec: £ = x/t. Dans ce cas,
on doit avoir:

dW dW
— ¢~ + VF-

. o = (8.35)

5. Le cas non strictement hyperbolique correspond & la situation ou des valeurs propres sont égales. Il s’agit
d’un sujet de recherche encore trés actif et assez complexe. On va en effet voir que, pour un probléme strictement
hyperbolique, il y a n valeurs propres associées a n vecteurs propres différents, qui générent un espace de dimension
n. Les courbes intégrales que ’on déduit (ondes de choc et de détente) constituent localement une base de cet
espace et si les états initiaux ur et ur, sont assez proches, alors on peut résoudre le probléme de Riemann. Dans le
cas contraire, plusieurs problémes peuvent se poser : quelle est la dimension du sous-espace généré par les vecteurs
associés a une valeur propre multiple (LeVeque, 2002, voir pp. 358-362 ) ? Un autre probléme est lié¢ a la perte
locale d’hyperbolicité, par exemple avec des valeurs propres qui deviennent complexes dans un certain domaine
(le probléme devenant localement elliptique).

6. Notons que, dans le cas linéaire, les champs sont dégénérés et les ondes sont des chocs de vitesse ;.

7. ezpanding ou compressing wave (LeVeque, 2002, voir pp. 274-275).
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C’est-a-dire :

— soit W/(&) =0, c’est I’état constant ;

— soit la solution W'(§) est un vecteur propre a droite de VF associé & la valeur propre &
pour toute valeur du paramétre £. Cela veut dire aussi que la courbe W (&) paramétrée par
& est tangente au vecteur propre & droite w.

Pour rechercher de telles solutions, cela incite & rechercher des champs particuliers appelés inva-
riants de Riemann. Pour chacun d’eux, on a W'() proportionnel & un vecteur propre a droite
w; de VF: W/(§) = aw;. On déduit I’équation caractéristique :

dWwy  dWs dwy,

Wi Wi2 Win

On appelle k-invariant de Riemann la fonction continue ri(u) associée au vecteur propre wy
telle que

’vurk-WkZO.‘

II'y a (n— 1) k-invariants indépendants qui sont déterminés par cette équation de définition et
dont les gradients Vur,(:) (1 < i < n—1) sont linéairement indépendants. Si r(u) est un k-
invariant de Riemann, alors 7, est constant le long d’une j-caractéristique (avec j # k, d’équation

dz;/dt = A;) ou bien encore (voir annexe) :

8rk + A aT‘k

ot TNy =0

En effet, considérons une fonction r(u) qui est constante le long d’une courbe caractéristique
C;(€); on a alors: dry/dt|c; = 0. Soit en développant :

dry(u) du(e;() <au 0 811)

dt

= vurk . - O, (836)

at ot T ot oz

car u décrivant Cj, on a Ox;/0t = A;. Il s’ensuit qu’un k-invariant de Riemann est une fonction
dont le gradient est orthogonal au champ de vecteur propre (a droite) wy, et qui est constante le
long de la j-caractéristique.

Sous réserve d’existence des champs ainsi introduits, cette forme permet parfois d’aboutir &
des solutions analytiques. En effet, si au lieu de considérer comme espace des phases (uj,uz), on
prend (r1,r2) [c’est-a-dire que l'on réalise la transformation (uj,u2) — (r1,r2)|, alors les courbes
caractéristiques des ondes de détente, le long desquelles les invariants de Riemann sont constants,
sont des droites.

Onde de détente

Une onde de détente® est une onde simple pour un champ authentiquement non linéaire,
pour lequel £ = x/t. La solution a alors la forme suivante:

ur si x/t <&,
u(§) = Wiur,ur)si & <z/t < &,
up si z/t > &o.

8. centered rarefaction wave
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ol up et uy, doivent étre deux points sur la caractéristique tels que Ag(ur) < Ag(ug); cette
condition est indispensable pour que les caractéristiques se répandent dans un coéne quand ¢
croit et que l'onde ait un sens physique (voir figure 8.14). Pour une onde de détente, la vitesse
caractéristique coincide avec £ comme le montre 1’équation (8.35). Cela entraine que la limite &
gauche de I’éventail couvert par une onde de détente est & = Ai(ur) et la limite & droite est
&2 = Ap(up). La dépendance de la solution W par rapport a £ peut étre déterminée & partir de
la relation :

£ = (W),

en dérivant par rapport & £, on tire en effet :

1= vu)\/ﬂ(w) ’ Wl(&)a

or W/(§) = awy, donc a = [Vulp (W) - wi] L. La fonction W est donc aussi solution de
I’équation différentielle
W)= Wk
©) Vudi (W) - wy’

pour ¢ dans [£1, &]. On retrouve la condition sur le caractére monotone de la variation de Ag
pour que le dénominateur ne s’annule pas. A noter qu’il n’est pas nécessaire de calculer toutes
les composantes de I'équation différentielle puisqu’une relation existe entre ces composantes [on
connait déja 'expression de I'invariant de Riemann a partir de I’équation caractéristique (8.36)] ;
il suffit donc de choisir la plus simple, de résoudre cette équation, et d’en déduire les autres
composantes.

LA

Figure 8.14 : onde de détente.

Lorsqu’une solution u est contintiment dérivable sur un domaine D et que tous ses (n — 1)
k-invariants de Riemann sont constants le long des j-caractéristiques couvrant ce domaine, alors
la solution est appelée une k-onde simple (ou une k-onde de raréfaction ou encore k-détente).
Sur ce domaine, les caractéristiques sont des droites et le long de ces droites, u est constant (voir
annexe). Si le k-champ caractéristique est authentiquement non linéaire, alors pour tout point
uz, donné sur un voisinage, il existe une courbe réguliére définissant une famille & un paramétre
tel qu’un point u de cette courbe soit relié & uy par une k-onde simple (Smoller, 1982, voir
pp. 325-326). Cest ce résultat qui va aider a construire des solutions générales du probléme de
Riemann.
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Onde de choc

On appelle k-choc une discontinuité matérialisée par une courbe x = z(t) avec & = s telle
que la condition de Rankine-Hugoniot soit satisfaite:

s(u, —ug) = f(uy) — f(ug),

et telle que la condition d’entropie de Lax soit également vérifiée :

’)\k(uL) >8> )\k(uL),

impliquant que les caractéristiques se croisent au niveau de la discontinuité (voir figure 8.15),
tandis que les autres caractéristiques doivent traverser la discontinuité sans s’y croiser, ce qui se
traduit par

Aj(ur) < set Aj(ug) < s pour j <k,

Aj(ur) > s et Aj(ug) > s pour j > k.
Cette condition est correcte pour des problémes strictement hyperboliques et des champs authen-
tiquement non linéaires. Pareillement au cas de k-ondes, on peut montrer qu’il existe n familles

de courbes dont n’importe quel point peut étre relié & un point origine uy, par un choc (Smoller,
1982, voir pp. 328-329).

'

Figure 8.15 : onde de choc.

Onde de contact

Si un k-champ caractéristique est linéairement dégénéré (Vy\, - wi = 0) alors, par défini-
tion, A est alors un k-invariant de Riemann : Ay est constant le long de la caractéristique C. Le
probléme non linéaire se comporte comme un probléme linéaire, c’est-a-dire une onde se propage
sans déformation ni atténuation a une vitesse constante. Si I’état initial comporte une disconti-
nuité, avec uy, et upr sur la méme courbe caractéristique, alors la solution n’est rien d’autre que
la translation de cette discontinuité a la vitesse Ay ; la courbe de choc (de Rankine-Hugoniot)
coincide alors avec la caractéristique. Il ne s’agit pas d’un vrai choc puisque la vitesse caractéris-
tique est la méme de part et d’autre de la discontinuité: s = Ag(ur) = Ax(ug), ce qui implique
qu’au niveau de la discontinuité, les courbes caractéristiques sont paralléles & 'onde dans le plan
T —t.
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& Exemple. — Un exemple de discontinuité de contact est donné par la diffusion d’un traceur
dans un courant d’eau. Ce probléme peut se modéliser en ajoutant une troisiéme équation aux
équations de Saint-Venant. Soit par exemple ¢ la concentration d'un traceur, qui vérifie I’équation
d’advection :

(bt +u¢a: =0.

Les équations forment alors le systéme suivant: Uy + A(U) - U, + B = 0, avec:
1
U = {h, hu, h¢}, A = V£, f = {hu, hu’® + 5gh?, uho}.

Il y a trois valeurs propres \; = u — v/gh, Ao = u, et \3 = u + +/gh. Le champ 2 associé a la
valeur propre u est linéairement dégénéré (il s’agit d’un probléme d’advection puisqu’il s’agit de
la valeur propre associée a la troisiéme équation, donc le résultat est sans surprise?).

Conditions aux limites. — De méme, si au lieu d’une frontiére, on considére une dis-
continuité, les remarques précédentes peuvent étre généralisées. On appelle s la vitesse de la
discontinuité et on admet qu’il existe un indice k pour lequel on a Ag(ug) < s < A\gr1(ug). Alors
il faut n — k conditions aux limites sur le bord droit de la discontinuité. De méme si on trouve
un indice j tel que A\j(ur) < s < Ajy1(ur), alors il faut donner j conditions aux limites sur
le bord gauche de la discontinuité. On doit avoir j = k — 1. En résumé, la solution admet une
discontinuité (ur,ug,s) si on trouve un indice k tel que:

Ak(ur) <8 < Apy1(ur) et Ap—1(ur) <s < Ap(ur), (8.37)

ou bien encore sous une forme différente :

k() < s < Ar(ur) et Ap1(uz) < s < Mo (un). (8.38)

On appelle une telle discontinuité un k-choc.

A noter que si n = 1, on retombe sur le cas vu précédemment puisque A = f’(u). La condition
de choc est alors f'(ur) > s > f'(ug).

8.5.3 Solution générale du probléme de Riemann

Le probléme de Riemann est un probléme aux conditions initiales de la forme:

8£ N JF(U)
ot Ox

=0,

avec :
. . U, sixz <0,
Uz, 0) = Up(w) = { Ur siz>0.

On rappelle que le vecteur U est de dimension n. On peut montrer que la solution consiste en
n + 1 états séparés par les n ondes associées a chaque valeur propre.

Pour les systémes linéaires, les valeurs propres définissent des familles d’ondes de choc. Pour
les systémes non linéaires, différents types de solution sont possibles:

— ondes de choc: dans ce cas, on a différentes conditions qui s’appliquent : Rankine-Hugoniot
' [U], sy = F(U(zr)) — F(U(zg)) et condition d’entropie A;(Ur) > s; > Ai(Ur);

9. En général le scalaire ¢(z, t) est déformeé lors du transport par advection car la vitesse de transport est
u(x, t), qui varie selon z et t. Ici on considére une onde simple, c’est-a-dire les variations de u ne sont pas
quelconques car u doit suivre la courbe caractéristique associée a la valeur propre Ao
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v

X

Figure 8.16 : structure de la solution pour un probléme de Riemann.

— ondes de contact : condition de Rankine-Hugoniot, invariants de Riemann, condition A;(Up)
Ai(UR);

— ondes de détente : invariants de Riemann, divergence des caractéristiques \;(Ur) < \j(Ug).

En pratique, on se donne un état & gauche uy et on se demande quels sont les états & droite
up qui peut étre relié par un k-choc. On réitére la question pour k compris entre 1 et n. On
fait de méme pour les k-ondes simples et, si nécessaire, pour les discontinuités de contact si des
champs sont dégénérés. La réponse est contenue dans les théorémes énoncés dans les paragraphes
précédents: on peut trouver le lieu des points qui sont reliés a uy, par des k-ondes simples et
k-chocs, ce sont des courbes qu’on notera ici Sy et Rp. Quand on les traces dans un espace R",

on obtient un réseau de courbes d’état tels que, par exemple u —uy = Ri(v,ug).

On se fixe uy, et on admet que up varie. Si up est sur une des courbes précédemment, le
probléme de Riemann est résolu immeédiatement. Si ug est dans 'un des secteurs découpés par
le réseau de courbes, alors on procéde de la maniére suivante. Les courbes précédents peuvent
servir & définir un maillage curviligne de I’espace.

Figure 8.17 : courbes d’état.
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8.5.4 Exemple: équations de Saint-Venant

Mise sous forme conservative

Nous considérons le jeu d’équations de Saint-Venant sur fond plat et lisse (pas de dissipation) :
Orhu + dyhu® 4+ ghdyh = 0.

On introduit le vecteur U = (h, hu), F = (hu, hu?® + gh?/2) et la matrice A :

OF 0 1
A_8U_<gh—u2 2u>'

Le systéme se met sous la forme conservative ' et homogéne :

ou A ou

o TA S =0

Tableau 8.1 : récapitulatif des valeurs propres et des vecteurs propres pour des variables conservatives; on a
introduit la notation classique ¢ = v/gh. Les champs A; sont vraiment non linéaires.

=1 =2
i uU—c u—+c
1} {——1)
W
! u—c’ uJ§c7
3c c

20c—u)  2(c+w)

Autre forme non conservative

On peut prendre comme variable (h,u), ce qui a 'inconvénient de ne plus travailler avec

les vraies variables conservatives mais a ’avantage d’amener & des solutions analytiques plus
simples. On a alors avec U = (h, u), F = (hu, hu? 4+ gh?/2) et la matrice A :

OF u h
A_:i:
ou (g u)’
ou ou

U A B
o TA 70

Conditions de saut

Les conditions de saut s’écrivent :

o] = [hu],
o[hu] = [hu® + gh*/2],

10. Il s’agit d’une vraie formulation conservative.
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Tableau 8.2 : récapitulatif des valeurs propres et des vecteurs propres pour des variables non conservatives.

1=1 1=2
valeur propre Ai u—c u+c
. c c
vecteur propre a droite w; {—, 1} {7 1}
9 9
c c
vecteur propre a gauche Vi {_E’ 1} {E’ 1}
. o 1 1
condition de dégénérescence w; - V) 3 3
invariants de Riemann T u~+ 2c u— 2¢c

avec o la vitesse de propagation du choc. Si 'on écrit ces relations dans un repeére lié a 'onde de
choc, alorsonav=u—o0:

hyvi = hava,
2 270 _ 2 2
hivi + ghi/2 = hovj + gh3/2.
ou les indices 1 et 2 renvoient & I'état de part et d’autre du choc. Il y a deux types de choc:

— Le 1-choc pour lequel on a les inégalités: ¢ < uy, —cp et ugp — cgp < 0 < uR + cgr. Soit
encore vy, > vg: le flux de matiére se fait de la gauche vers la droite si vy, > 0 (stricto
sensu, si 'on se déplace a la méme vitesse que le front, les perturbations animées d’une
vitesse vy, quand elles sont a gauche du front se déplacent plus rapidement que celles a
droite; elles peuvent venir rattraper le front) ;

— Le 2-choc pour lequel on a les inégalités: o > ugr + cgr et urp — ¢ < 0 < up + c¢g. Soit
encore vy > vy, : le flux de matiére se fait de la droite vers la gauche si vy, > 0.

On peut en déduire les couples de points (he v2) qui sont reliés & (hy v1) par une 1- ou une
2-onde de choc. On a ainsi :

_ hg’Uz — hl’Ul
 ha—M
(houg — hyur)® . 5 gh3 s ghi
h2 _ ]’Ll = h2U2 + 5 hlul 9 s

ce qui donne la vitesse de propagation du ressaut et ug(ho|hy v1):

hi+h
ug = uy F (ho —h1)\/%ﬁ,

h
(h1 + ho) 2

o =u]+F hl.

N[

Conditions de détente

Les ondes de détente se recherchent a partir des invariants de Riemann r;. Ceux-ci sont
définis comme: Vyury - wi = 0. A noter qu'il est ici plus simple de travailler avec la variable
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(h, u). On tire alors pour le premier invariant :

or or
—Cc—+A—=0
“on T Mo
dont le systéme caractéristique est :
du  dh
g  c

Il s’ensuit immeédiatement qu'une intégrale premiére est u+2c. De méme pour le second invariant,
on aboutit & u — 2c.

— Le long d'une 1-onde de détente, on a donc: us + 24/ghos = w1 + 24/ghy et 'invariant
r1 = u~+2C est constant le long de toutes les caractéristiques associées a la valeur Ay = u—c
(celles-ci remplissant un cone, r1 est constant dans un cone) ;

— Le long d’une 2-onde de détente, on a donc: ug — 2v/ghes = u; — 2v/gh; et linvariant
ro = u—2C est constant le long de toutes les caractéristiques associées a la valeur \; = u+c.

Si on se raméne & la variable (h, ¢ = hu), on tire:

— Le long d’une 1-onde de détente, on a donc: ga2/hs + 2v/gha = q1/h1 + 2\/gh1 ;
— Le long d’une 2-onde de détente, on a donc: ga2/ha — 2v/gha = q1/h1 — 2+/gh;.

h

Figure 8.18 : Ondes de choc (en gras) et de détente dans un espace (h,u) (unités arbitraires). Le point origine
des courbes est (h,u) = (1,0).

Construction de la solution au probléme de Riemann

La méthode de construction consiste a introduire un état intermédiaire u,. L'état (h.,u.)
peut étre relié a un état a gauche (hr,ur) par une l-onde:

Si(h«| hr, ur) = ur, + 2+/ghr, — 2v/gh, si he < h;, 1l-onde de détente

TN Ri(ha| he, ur) = ur, — (he — hi)y /g% si hy > hy, 1-onde de choc
I
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I peut également étre relié a ’état & droite (hg,ur) par une 2-onde:

Sao(hs| hr, ur) = ur — 2+/ghr + 2+/gh si hy < hp 2-onde de détente
Uy = he + hg

Ro(hy| hr, ur) = ug + (hs — hR) si hy > hp 2-onde de choc

On commence par cet ordre (1-onde puis 2-onde) car 'information & gauche est transmise en tout
premier lieu par la plus petite des valeurs propres, puis par les autres. On a reporté sur la figure
8.18 une représentation des courbes de choc et de détente. On notera qu’au point d’intersection,
les tangentes des courbes R; et S7 sont identiques. Par ailleurs, un état intermédiaire n’est
possible que si:

ur —ur, < 2(\/ghg + v/ ght).

Attention! Il faut noter aussi que pour hy = 0 (resp. hg = 0), la l-onde (resp. la 2-
onde) de choc n’est pas définie. Notamment si on reprend le probléme de rupture de barrage vu
précédemment, on a: (hr,ur) = (hr,0) et (hr,ur) = (0,0); dans ce cas que la seule solution
possible est une onde de détente ; 'onde de choc n’est pas définie (voir I’exemple donné au § ).

On a représenté sur la figure 8.19 un probléme de Riemman avec les états initiaux suivants :
(hr,ur) = (1,0) et (hr,ur) = (2,0). On a indiqué en trait continu le réseau d’ondes émanant du
point & gauche (L) et en trait discontinu les ondes émanant de ’état a droite (R). Deux états
intermédiaires sont possibles: le point A ou B. On voit que le point A est sur une 1-onde alors
que B est sur une 2-onde (émanant de L). Cela veut donc dire que le chemin L — A est une
1-onde de choc alors que le chemin A — R est une 2-onde de détente.

30

h

Figure 8.19 : Résolution du probléme de Riemann pour (hr,ur) = (1,0) et (hr,ur) = (2,0).

Quelques solutions analytiques au probléme Riemann

Cette détermination de la solution analytique par résolution du probléme de Riemann avec
recherche des ondes de choc et de détente peut étre étendue & d’autres problémes, notamment
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xz(u*+ ghk)t

xqugth

Figure 8.20 : Forme de la solution & un temps ¢.

des problémes avec des termes sources [comme un fond plat en marche d’escalier (Alcrudo &
Benkhaldoun, 2001; Ostapenko, 2003a,b)]. 11 faut noter que la résolution est rendue possible
car les problémes sont auto-similaires (ils dépendent en fait du rapport z/t); on peut montrer
que pour des fonds de pente non uniforme, il n’y a pas d’ondes simples qui soient solutions des
équations de Saint Venant (Karelsky et al., 20000). On peut citer :

— Stoker (1957) a étudié 'onde de rupture d’un barrage sur fond sec ou mouillé. Dans le cas
d’un fond mouillé la solution est obtenue graphiquement.

— Dressler (1958) a proposé une méthode de calcul analytique pour une rupture de barrage
sur un fond incliné et de volume fini. Le méme probléme a été étudié de nouveau par
Mangeney et al. (2000) et (Karelsky et al., 2000a).

— Wu et al. (1999) a complété la solution obtenue par Stoker (1957) pour I'onde de rupture
sur fond mouillée.

— (Alerudo & Benkhaldoun, 2001; Ostapenko, 2003a,b) ont étudié le probléme de Riemann
dans le cas d’un fond avec un décrochement (en marche d’escalier).

8.5.5 Solution des équations avec un terme source
Considérons les équations de Saint-Venant avec un terme source F'(x, t):

Bih + By (uh) = 0, (8.39)
o+ uyu + O h = F. (8.40)
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L’existence d'un terme source ne modifie par I’hyperbolocité du probléme. On peut donc trans-
former ce systémes d’équations comme précédemment en faisant un changement de variables
(u, h) = (r, s), o r = u+ 2c et s = u — 2c¢ sont les deux invariants de Riemann, avec ici
¢ = /gh comme précédemment. Les équations du mouvement s’écrivent alors:

Or + (u+ ¢)0yr = F,

Os + (u — ¢)0zs = F.

Soit encore aprés exprimé u + ¢ en fonction des variables r et s

1
8tr + 1(37” + s)@xr = F,

1
Ors + 1(33 +7)0,s = F.

Examinons s’il est possible d’avoir des ondes simples, c’est-a-dire des ondes pour lesquelles une
des deux équations est identiquement satisfaite (i.e., si on considére I’équation de r, elle doit
étre valable quelle que soit la valeur de s). Karelsky et al. (20000) montrent que la condition
d’existence de telles ondes est que 0, F = 0. Si la premiére équation est satisfaite quelle que soit
s, cela oblige & ce que le terme J,r = 0; en revanche, si F' # 0, on ne peut pas avoir dyr = 0,
d’ou r = r(t). En différentiant I’équation par rapport a x, on trouve que la condition nécessaire
est bien 0, F = 0 puisque 9,0;r = 0.

Considérons le cas F(t) = m (par exemple m = g¢sinf). On appelle onde de Riemann
progressive ' une onde pour laquelle I'équation 9;r + %(37‘ + 5)0,r = F est vérifiée quelle que
soit la valeur de s. De méme, on appelle onde de Riemann régressive'? une onde pour laquelle
I’équation Oys + %(35 +1)0s = F est vérifice quelle que soit la valeur de r.

Considérons tout d’abord le cas de ’ongle progressive. Pour que dyr + %(37“ + 5)0,r = F soit
satisfaite quelle que soit la valeur de s, cela veut implique que » — mt doit étre constant. Posons
alors r — mt = rg. En reportant la valeur de r dans la seconde équation on tire que

I P
ot 4Tt g =

F.
Sur la seconde caractéristique Cy définie par dag/dt = 1(3s + ro + mt), on a ds/dt = m.
Par intégration, on tire donc s(x4(t), t) = mt + s(xs(0), 0). Retournant a la seconde courbe
caractéristique Cjs, on reporte la valeur de s ainsi déterminée :

dx, 1

- 1(33 +7r)=mt+ i (ro + 3s(x5(0), 0))),

dont l'intégration donne:

2 1
xs(t) = m + 1 (ro + 3s(z5(0), 0)))t + x5(0).
Les courbes C sont des droites si m = 0 et des paraboles si m # 0 dans le plan z — t. On fait
de méme pour les équations donnant la courbe caractéristique C,. le long de laquelle s — mt est
constant. On trouve:

2

22 (t) = m% 4 i (50 + 3r(2(0), 0)))t + 2,(0).

11. forward Riemann wave
12. backward Riemann wave
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On peut caractériser une s-onde (s —mt = sg constant le long de la caractéristique C,) selon
la variation de la variable s:

— 8l 0ps > 0, alors on Jyu = %83 > 0, donc 0;h < 0 (h décroit) et on parle donc d’onde
de détente/raréfaction. Dans le plan x —t, les caractéristiques C,. sont divergentes puisque
OpTy = %ams > 0;

— 8 0zs < 0, h croit et on parle d’onde de compression et les caractéristiques C, sont
convergentes. Ces caractéristiques aboutissent & la formation d™un choc;

— si 0,8 = 0, les caractéristiques C sont paralléles.

On peut faire de méme avec C, et on obtient, au signe prés, le méme tableau.
La figure 8.21 reporte les r et s-caractéristiques dans le cas oul les conditions initiales sont :
—pourx<0,u=0et h=hg;
—pourx >0, u=0et h=0.

On note que les s-ondes sont des ondes de détente alors que les r-ondes aboutissent a la formation
d’un choc.

X

Figure 8.21 : Courbes caractéristiques s-caractéristiques (trait discontinu) er r-caractéristiques (ligne continue).

Contrairement aux ondes de détentes, les conditions de choc sont identiques '? aux équations

de Saint-Venant sans choc (Karelsky et al., 2000b). On peut alors écrire les conditions de saut :
o[h] = [hul,
o[hu] = [hu® + gh?®/2],

avec o la vitesse de propagation du choc. Si 'on écrit ces relations dans un repére 1ié a 'onde de
choc, alorsonav=u—o0:

hivi = hova,
2 290 7 2 2
hivi + ghi/2 = havy + gh3/2,

ol les indices 1 et 2 renvoient & ’état de part et d’autre du choc. La vitesse du choc est:
o = [hu]/[h]. Il y a deux types de choc:

— Le 1-choc pour lequel on a les inégalités: ¢ < uy, —cp et ugp —cp < 0 < uR + cgr. Soit
encore vy, > vg: le flux de matiére se fait de la gauche vers la droite si vy > 0 (stricto

13. Les courbes de Hugoniot dans ’espace d’état sont identiques, mais les trajectoires dans un diagramme x —¢
sont différentes.
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sensu, si 'on se déplace a la méme vitesse que le front, les perturbations animées d’une
vitesse vy, quand elles sont a gauche du front se déplacent plus rapidement que celles a
droite; elles peuvent venir rattraper le front) ;

— Le 2-choc pour lequel on a les inégalités: o > up + cr et urp, —cp, < o < up + cp. Soit
encore vy > vy, : le flux de matiére se fait de la droite vers la gauche si vy > 0.

8.5.6 Stratégie de résolution du probléme de Riemann

Pour aboutir & une solution analytique exacte d’un probléme de Riemann pour des conditions
initiales quelconques, on doit suivre le raisonnement suivant :

1. Déterminer si chacune des deux vagues est une onde de choc ou de détente, éventuellement
en utilisant la condition d’entropie.

2. Déterminer 1’état intermédiaire ¢, entre les deux ondes.
3. Déterminer la structure de la solution pour toute onde de détente.

& Exemple. — Résolution des équations de Saint Venant avec terme source pour
une rupture de barrage Reprenons l'exemple des équations de Saint Venant 8.39 avec un
terme source.

Oth + 0y (uh) = 0,
Ou + udyu + Oyh = F(x, t),

avec ici ’hypothése F' = m. On considére le probléme aux valeurs initiales:
U : (hLa UL) = (h(]v 0) et UR : (hR7 UR) = (h(]v 0)

Il s’agit d’un cas un peu particulier parce que I'état a droite est « vide ». Le vide ' n’étant pas
d’équation d’état, on peut considérer que la vitesse n’y est pas définie et donc que I’équation
ur = 0 est purement formelle. On va montrer que la solution ne se compose que d’une courbe de
1-détente et que les ondes de choc ne sont possibles. On va suivre pas & pas la stratégie définie
plus haut.

Etape 1: détermination des courbes de Hugoniot

Les conditions de saut permettent de déterminer I’état (u, h) & partir de 'état (us, hy):

>

.
u=1us F (h— hy) % +

hih

et la vitesse de 'onde de choc est donnée par:

D
o =1usF g(h* + h)f
Le probléme est de savoir quelle est la forme correspondante a la 1-onde de choc (resp. 2-onde

de choc). Pour cela il faut rappeler que la courbe de choc doit étre tangente au point (u«, h«) au

14. dry area.
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vecteur propre a droite w;. Le tableau 8.2 donne les valeurs de ces vecteurs propres. La figure 8.22
montre les courbes de Hugoniot relatives aux 1- et 2-ondes de choc ainsi déterminées. Attention :

la fonction u = uy + (h — hy) %h;;j;lh correspond & une partie de la 1-onde de choc et & une autre

partie de 2-onde de choc; les deux parties se rejoignent au point A de coordonnées (us, hy). La
figure 8.23 montre le réseau d’ondes de choc émanant du point A.

210 3
\
\
1 N 2
A h,,u,
0 2 4 1
= = A (h,u,)
-1 0 P
s
-2 -1 //
/
-3 -2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
h h

Figure 8.22 : (a) 1-onde de choc. (b) 2-onde de choc.

h

Figure 8.23 : Onde de choc émanant d’un point A (u«, hs).

Lorsqu’on dispose des conditions initiales « normales », ¢’est-a-dire de deux points A (uy, hy)
et B (u,, h,) avec des hauteurs non nulles, on se trouve dans 'une des trois situations suivantes :

1. B est sur I'une des courbes de choc (portions en gras). Les états intermédiaires entre A et
B se calculent immédiatement.

2. B n’est pas sur I'une des courbes de Hugoniot. On introduit un point intermédiaire C
(Um, hm) qui se trouve a I'intersection de deux courbes de choc [une 1- et une 2-onde de
choc, portions en gras, comme sur la figure 8.24 (a)].

3. B n’est pas sur I'une des courbes de Hugoniot. On introduit un point intermédiaire C
(U, him), mais ce point ne se trouve pas sur des portions en gras des courbes de choc [voir
exemple de la figure 8.24 (b)]. La solution ne vérifie pas la condition d’entropie et n’est
donc pas physique.
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4 |
\ 4
20
~A (hyuy
\\ P C (hmv”m) 2
= 0 < =
/> B (hy,u
! g < 0
-2y, -
/ -2
4 I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
h h

Figure 8.24 : (a) solution composée de deux ondes de choc. (b) solution composée d’ondes de choc, non physique.

Dans le cas présent, les courbes de choc ne sont pas définies pour des hauteurs s’annulant.
Le point a droite ne peut étre relié¢ au point & gauche ou au point intermédiaire par une courbe
de choc.

Etape 2: détermination des courbes de détente

Les courbes de détente sont données par le lieu décrit par les points (u, h) & partir du point
A de coordonnées (us, hy):

— 1l-onde de détente au temps t: u = 2\/§(\/h>k — \/E) + uy + mt, avec h < hy,

— 2-onde de détente au temps t: u = 2\/§(\/ﬁ — Vhy) + ux + mt, avec h < hy.

Les courbes de détente sont translatées d’une quantité mt au cours du temps. Comme le
montre la figure 8.26, le point A devient au bout d’un temps &t le point A’.

Figure 8.25 : Onde de détente émanant d’un point A (u«, h.).

Dans le cas présent, la zone vide (appelée encore zone séche) est a droite du barrage, 'onde
de détente solution du probléme est donc la 1-onde (ou r-onde) simple associée a la valeur propre
u —c. On a donc r = u + 2¢ — mt constant dans le cone de détente. La valeur de cette constante
est r = ug, + 2v/ghr = 2¢o. Dans l'espace d’état h — u, le point L de coordonnées (hr, ur) est
relié & un point intermédiaire M de coordonnées (hy, u,). Ce point se trouvant au niveau du
front, on a nécessairement h, = 0; on peut calculer u, en servant de l'invariance de r — mt:
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Us + 24/ ghs = up, +2v/ghy, et donc uy, = 2¢y. Le cone de détente est donc encadré par les courbes
caractéristiques C associées aux valeurs propres A = u — ¢, avec donc ici A dans l'intervalle :

up, —cp = —cg < A< uy —cy =2c9 &t =0. Les courbes Cy s’écrivent :
dxg
=u-—-c
dt ’

or u+ 2c —mt = 2¢y, donc u = 2(co — ¢) +mt. On sait aussi que ¢ = \/gh est compris le long de
la courbe de détente entre —cg et 2¢g. Le « cone » de détente est donc balayée par des paraboles

d’équation :
dz, 2 3 +mt
=2(cy— =c m
dt 072 ’

avec —cg < ¢ < 2¢gp. Il existe donc deux parables limitant le cone:

2 2

t t
Py xg(t) = —cot + mo et Py :xs(t) = 2cot + m

X

Figure 8.26 : « Cone » de détente encadré par P; et Ps.

On en déduit que le solution de paraboles de la forme: z = 2(co + 3c)t + mt?/2, on a
u = 2(co — ¢) + mt. La résolution du systéme donne u et h en fonction de z et t:

Les figures 8.27 et 8.28 donnent ’allure des solutions pour m = 0 et m > 0.

Le cas plus proche de la réalité d’un réservoir de taille finie a été étudié par Dressler (1958)
qui en a proposé une solution analytique.
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Figure 8.27 : Rupture de barrage sur fond plat (m = 0). (a) hauteur (b) vitesse.

| T 6 B
AR \ 5 Pl !
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[ \ \ L : !
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i
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| \ \ N o | ' !

RN N " ! ! !

N N S AN [ | ! !

0 . - 0 N i :

-10 -5 0 5 10 15 20 -10 -5 0 5 10 15 20
X X
(a)

Figure 8.28 : Rupture de barrage sur fond incliné (m > 0). (a) hauteur (b) vitesse.
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Annexe

Montrons que les caractéristiques d’onde simple sont des droites. Faisons tout d’abord re-
marquer que 1’équation (8.2) est équivalente au systéme d’équations:
dU
v, —— =0 pour 1 <17 < n,
di
ou d/di = 0y + A0y En effet, v; étant le vecteur propre a gauche de A, on a en multipliant
Péquation (8.2) par v;:

O0=vwv;- (Ut =+ F(U)$) =V Ut + )\ivi . Ux.

Si une k-onde simple U®*) est solution de (8.2) alors

— par définition les (n — 1) k—invariantsr,(j) sont constants: dr,(:)/di =0pourt=1---n—-1
(toutes les valeurs de i excepté i = k;
— onavg: % =0.

Il s’ensuit que:

Vi
Vur: | qU®) 0

dk
Vurn—1

Les gradients étant indépendants, la matrice doit étre non singuliére et la solution de cette

équation est donc dg](:) =0, ce qui veut dire que U®¥) est constant le long de la direction carac-

téristique et donc )\k(U(k)) est également constante. Pour une k-onde simple, les caractéristiques
sont des droites. Dans un diagramme z — ¢, on représente une onde de détente centrée en O par
un éventail de droites, limitées a gauche par la droite de pente A(Uy) et & droite par la droite de
pente \(U,).

x=Au,) t x=Alu)

X

Figure 8.29 : cone des caractéristiques d’une onde de détente.
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Chapitre

Quelques équations classiques

9.1 Equation non linéaire de diffusion h; = h?

9.1.1 Caractéristiques d’une équation non linéaire du premier ordre

Nous nous intéressons & l’équation h; = h2. Nous sommes en présence d’'une équation non
linéaire du premier ordre. Des méthodes similaires a celle des caractéristiques utilisée pour les
équations quasi-linéaires du premier ordre peuvent étre employées (Whitham, 1974). Considérons
que la fonction h soit une fonction de n variables indépendantes (1, x2,---, =,) et qu’elle
satisfasse une équation différentielle de la forme:

H(ha X, p) =0, (91)

avec p; = Oh/0x; pour 1 < i < n. Nous cherchons & construire une courbe C d’équation paramé-
trique x = x(&) le long de laquelle on puisse facilement spécifier les variations de h. La dérivée

de h le long de C est:
dh dx;
4oty

On cherche & définir une courbe C pour laquelle dz;/d{ a une signification particuliére quant a
la solution de I’équation (9.1). Considérons la dérivée de p; le long de C:

dp;  d oh 3 0%h dz;
J

dif N difé)xz axixj df ’

tandis que si 'on dérive I’équation (9.1) par rapport a x;, on obtient :

OH Oh  OH  §~ 9*h OH _
8h 83:1 83:1 ; axi:rj apj N

0.

On définit la courbe caractéristique en posant :

dl’j oH
— = —. 9.2
& = o (9-2)
Le long de cette courbe on a:
dp; OH OH
= —pi— — 7 9.3
& Pon T o (93)
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dh OH
aE = 2y, .

Ainsi, par rapport a ’équation quasi-linéaire, une équation non linéaire est associée & une courbe
caractéristique C le long de laquelle les variations de h et de ses dérivées sont fixées.

9.1.2 Probléme avec conditions aux limites et initiales

Considérons le probléme suivant :

Oh(x, t) Oh(zx, t)\>
ot :< Ox )’ (9:5)

avec pour condition initiale :
h(z, 0) = f(x) sur un intervalle I. (9.6)

Pour ce type de probléme, il doit exister une interface ou un front (Kath & Cohen, 1982) en une
(ou des) abscisses ¢ (t), pour lequel il faut donner la condition aux limites de la forme:

h(zg(t), t) = g(t) (9.7)
ou (condition de flux de type Neuman)
O (1), 1) = glt). 9.5)

On peut mettre le probléme sous forme caractéristique en notant p = h, et ¢ = hy:

d
b _
dg
d
dg _,
dg
dh 9 9
_— = 2 — =
e P q=p,
le long d’une courbe paramétrée par:
dz dt
— =2pet —=—1
dg — T ae
On a donc p = pg et ¢ = qop, d’ot h = (Qp% — q0)€ + ho, = 2po€ + xp, et t = —£. En tenant
compte des conditions initiales, on a & = —t, po = f'(z0), qo = pg, C d’équation dans le plan
T —1t:

z = z0 — 2f (0)t,

et h prenant pour valeur le long d’une de ces courbes caractéristiques:

h(z, t) = f(wo) — f*(zo)t. (9.9)
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9.1.3 Propriétés des équations

Les équations non linéaires du premier ordre de la forme h; = h2 ont deux propriétés inté-
ressantes (Kath & Cohen, 1982; Grundy, 1983):

e L’existence de solution avec un « temps d’attente » (waiting-time solution) : Vinterface ne
se met pas 4 bouger immédiatement (& ¢ = 0), mais aprés un certain temps'. Ici ce temps
peut se calculer ainsi: si x = xy est la position de I'interface, le temps d’attente correspond

4 la solution donnée a I’équation (9.9) avec h = 0, soit pour?:
. flzo)
c — b
f/2 (CUO)

avec xg vérifiant®: f'(z9)(zo — ) = 2f(z0). Cela implique trois comportements possibles
si on considére que f(x) ~ k(z—xz)® quand  — x 7, Cest-a-dire t, ~ (v —x7)?%/(ka)?:
1. Si0 < a< 2, alors t. = 0 et le front se met en mouvement immédiatement.
2. Si a =2, alors t. = (ka) ™2 et le front se met en mouvement aprés un temps fini.

3. Si a > 2, alors t. = 0o et le front ne pourrait se mettre en mouvement qu’aprés un
temps infini. Il peut toutefois se mettre en mouvement si, derriére lui, le fluide se met
en mouvement.

e L’existence de solution avec des « chocs en coin » (corner shock) : il s’agit de solutions pour
lesquelles h est continue localement, mais pas ses dérivées. La solution se présente sous la
forme d’un raccordement en un point, avec des tangentes & droite et & gauche différentes.

9.1.4 Développement asymptotique aux temps petits

Considérons le cas (1) (t. = 0, c’est-a-dire o < 2). La solution (9.9) peut étre développée
sous la forme suivante pour x — z:

h(z, t) = k(z —z5)* — kK?*a?(x —2p)** 2t 4+,

et
z(wo, t) = 0 — 2ka(z — xp)* 4o

Quand x — x5 et t sont petits, on introduit la variable

_ Ty
= /e=a)

de telle sorte que n = O(1) quand ¢ — 0. On déduit :
B~ kta/(Q—a) <na - k:oz2772(a_1) + 0(1)> ’

z ~ /(22 (n —2ka*n®~1 +0(1)) .

On en déduit que les formes de similitude quand ¢ — 0 sont :

hin, t) = /=) f (),

1. On a observé expérimentalement par exemple que, dans certains cas, ’écoulement d’une poche de gaz dans
un milieu poreux ne débutait pas immédiatement, mais aprés une redistribution de la concentration de gaz dans
la poche.

2. Si f(xo) et f'(xo) sont nuls, il faut appliquer la régle de 'Hépital.

3. Cette équation peut admettre plusieurs solutions, qu’il faut examiner pour déterminer quelle est la plus
petite afin de déterminer le temps d’attente.
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a—9 1 1/a—2 .
zy(t) = <W> /2=,

(%

cette derniére équation est trouvée en recherchant la variable 7 telle que h = 0, puis en la
reportant dans ’expression de .

9.1.5 Développement asymptotique aux temps grands

D’autres formes auto-similaires peuvent étre trouvées pour de grands temps. En effet, les
équations sont invariantes par la transformation de groupe:

b= 75(71*2)/71}](&*)7

avec & = x/t". Sil'on rajoute une condition supplémentaire de type « conservation de la masse »,
c’est-a-dire:

/h(:c, t)dr = Q,

alors n = 3, d’ou h(z, t) = t"/3H (z/t3).

9.2 Equation non linéaire de diffusion h; = (h"h,),

9.2.1 Propriétés des équations

Nous nous intéressons & 1’équation non linéaire :

ou(z, 7) 0 ( ,0u(z, T)
ou a sa forme équivalente (Grundy, 1983):
Oh(x,t)  [Oh(z, 1)\ O%h(z, t)

avec h = u" et 7 = nt. On considére dans le traitement mathématique la forme (9.11). On lui
adjoint les conditions initiales suivantes:

h(z, 0) = f(x),

pour —a < x < 0 avec f(z) > 0. Prés de x = 0, f admet le développement asymptotique
suivant f(z) ~ k(—=z)®. Compte tenu de la discussion précédente, on s’attend a deux cas de
figure (Grundy, 1983):

— le front z; pour lequel u = 0 se met en mouvement tout de suite;

— le front z; pour lequel u = 0 se met en mouvement aprés un temps d’attente.
Nous nous intéressons ici au premier cas; dans ce cas, le mouvement est entiérement dicté par

les conditions initiales et de fagon locale (voir (Lacey, 1983) pour des solutions avec un temps
d’attente).
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9.2.2 Conditions aux limites

Outre les conditions initiales, il faut adjoindre deux conditions aux limites pour le front
(définition du front) :

h(z(t), t) =0, (9.12)

et (condition aux limites de Stefan)

Oh/m dxy
L a0, ) = L5 (913)

ou L est un coefficient (c’est la chaleur latente dans le probléme de Stefan). Ici on prendra
L = 0. En effet, il faut ici fixer deux conditions aux limites car ’équation est cette fois-ci du
second ordre. La forme de la condition aux limites est imposée ici pour qu’il y ait existence d’une
solution (au sens faible) au front (Lacey et al., 1982).

Une autre fagon d’introduire des conditions aux limites est possible lorsque le probléme fait
intervenir une condition sur la masse de la forme:

M = / h(z, t)de = At®,

avec a > 0 un paramétre. Le cas a = 0 correspond au lacher d’une masse finie tandis que le cas
« = 1 correspondrait & un écoulement injecté avec un débit constant. On peut transformer cette
équation de la fagon suivante:

dM 2O Oh(x, t)

- = dz + h iy — h = Aat® 1,
dr xl(t) 8t T+ (JZ‘Q, )1'2 (‘/1:17 ) a

soit encore:

dM x2(t) B ahl/n
il ns | h
dt x1(t) ox ox

) dz + h(xe, t)io — h(xy, t)i) = Aat® !,

xz(t)

dM hi/m
—=n [ha + h(xy, t)iy — h(zy, t)i; = Aat®™L.

dt ox

xl(t)
1l y a plusieurs cas de figure:

e ¢écoulement avec une source a 'amont et un front & Paval: en x1(t) = 0, h = hy est fixé;
en x5(t) (position du front), on a h(za(t), t) = 0. Dans ce cas:

dM Ohl/m
=n

= Aat® L.
dt oz @

xz(t)

e ¢écoulement sans une source, avec un front a 'amont et un front a l'aval: en z1(t) et z2(t),
on a h = 0. Dans ce cas, on a nécessairement o = 1 car:

onim] ™"

ox

Aat®t=n [h + h(l’g, t)l"g — h(fL‘l, t):tl =0.

xl(t)
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e on peut également imaginer une situation ot, par exemple, le volume est constant, le point
aval z1 (resp. x2) est mobile mais h y admet une discontinuité: h(z1) = hy > 0 (resp.
h(z2) = ha > 0). Dans ce cas, on a:

z2(t)
ahl/n 2
n [h Ey + hodo — hit1 = 0,
1‘1(t)
ce qui conduit & poser:
hl/n
n? = —hyi;

ox

a:l(t)
(condition de Stefan).

9.2.3 Solutions auto-similaires aux temps courts
Mise en équations

L’analyse des formes auto-similaires de 1’équation h; = (h;)? est applicable ici aussi car le
terme supplémentaire hy, se comporte comme (h;)? du point de vue des formes auto-similaires.
On pose alors pour ¢ > 0:

h =19/~ H(y),
avecn = x/t"/ 2= = O(1). Pour t < 0%, onprendn = —x/(—t)"/C=® et h = —(—t)*/ =9 H (7).
Le signe négatif permet d’avoir la méme équation différentielle pour H indépendamment du signe
de t.

On obtient ’équation différentielle :

1
2 —«

(«H —nH') = H* + nHH".

Cette équation est invariante par la transformation I' = 29, + H0py, dont la prolongation a
Pordre 1 est M = 29, + Hoy + %/8H/. Les deux invariants sont: p = H/n? et ¢ = H'/n. On a:

d__ _,
Mgy =47 2P,
dq . 1 2
Ty = (m(ap —q) — ¢° —npq) ,

avec m = 1/(2—«). On peut ainsi transformer I’équation différentielle d’ordre 2 en une équation
du premier ordre:
dg _ amp — g(m +np) — ¢*
dp np(q — 2p)
11 peut étre plus avantageux de mettre cela sous la forme:

9

dp _ np(q — 2p)
dg  (am—ng)p—mq—¢*
On a de plus:
dlnp 1
dp  q-2p

4. On considére ce cas-1a dans ’éventualité d’un temps d’attente; le début de I'expérience correspond alors a
un temps t1 < 0 (le matériau est alors dans —a < x < 0) et le début de mise en mouvement du front est a ¢ = 0.
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Par intégration de cette derniére équation, on tire

P dp H/n? dp
In|n| = — = —
q—12p q—12p

a une constante d’intégration prés. Connaissant une trajectoire p(q), on est donc & méme de
déduire la fonction H & une constante prés (on forme donc une famille & un paramétre de
courbes).

Singularités et comportement de la solution

On g’intéresse aux solutions dans le quadrant p > 0 et ¢ < 0 pour avoir ce qui se passe
au front; le domaine ¢ > 0 correspond & ce qui se passe & gauche du point z = 0. Compte
tenu des conditions aux limites, le front correspond au point (¢, p) = (b, 0), avec b < 0 non
encore déterminé. Les points critiques sont donnés par I'intersection de la courbe I', d’équation,
p = (m+ q)q/(am — nqg) avec p = 0 ou p = ¢/2. 1l existe par ailleurs des points critiques a
Pinfini (par exemple, pour p = +00 et ¢ = +00). Une discussion détaillée des solutions pres des
points critiques est donnée dans l'article de Grundy (1979); pour un systéme d’équations treés
proches, Gratton & Minotti (1990)° fournissent également une discussion détaillée des solutions
et de leur interprétation physique.

Il y a deux points singuliers pour p > 0: l'origine et le point A (—m, 0). Ce dernier est un
point selle et il est le seul qui puisse correspondre a la position du front (une seule courbe aboutit
en effet & un point selle en dehors des courbes critiques). Par application de la régle de 'Hopital,
on trouve que la courbe asymptotique vérifie

— pour O
p=1(+z(a+nla=1)+-),
— pour A
1—|—n( ) (1 1a+2n< +m) 4+
= — m _ — m “ .. .
b a+nq m 1+n 4
Au niveau du point A, si on ne garde que les termes a l'ordre 1, on a ¢ = —(a+n)p/(14+n)—m,
donc on tire que:
n+1
Inp=——1t"" 1 14 (2 —n—n2
nmn 2+n_an(n—|— +(2—a)(a—n—n2)p) + ¢,

avec ¢ une constante d’intégration. On pose 7y la position du front, donc p = 0 quand n = 7y ;
la constante d’intégration est alors ¢ = Inny + (Inn+1)/r, avec r = 1+ (1 + «)/(n + 1). En
posant s = (n+1)/(2 —n)/(a —2 —n), on aboutit a:

soit p = rs(1 — &) avec § =1/, d’ot au premier ordre quand £ — 1:
h = rsn?to‘/@_a)(l - ).

La courbe issue de A s’en va vers 'infini (p — 00). Le point « infini » est ici un point singulier.
La courbe sort en quelque sort du second cadrant (¢ < 0) pour entrer dans le premier quadrant

5. voir également Pouvrage de Sachdev (2000).
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Figure 9.1 : portrait de phase avec n = 3 et @ = 1 (m = 1) autour du point singulier A (—1, 0). La courbe a tiret
court gras représente la solution asymptotique aboutissant & A et les traits fins quelques trajectoires possibles
(trajectoires calculées numériquement).

(¢ > 0). Le changement de quadrant indique un changement de signe de ¢, donc soit de H', soit
de 1. Un changement de signe de H' impliquerait que le changement se ferait en passant par
I’axe vertical ¢ = 0; cela n’est pas le cas. Donc, le point singulier « infini » est associé a la valeur
1n = 0. La solution ainsi se décompose en deux morceaux :

— quadrant de gauche (¢ < 0): la solution correspond & ce qui se passe entre 0 < n < 7y ;

— quadrant de droite (¢ > 0): la solution correspond & ce qui se passe entre n < 0.

Ce résultat peut s’établir directement en considérant le comportement agsymptotique

70 /po dp
In— = ,
nf 0o q9—2p

oll 79 et pp sont deux bornes d’intégration (pour la borne inférieure, on a p = 0 en n = 7y).
On peut déterminer le comportement asymptotique pour ¢ — —oo est p o ¢? & partir d’un
raisonnement de type « dominant balance ». En effet, supposons p > ¢, alors on peut utiliser
I’approximation :

dp _ —2np? B 2p
dg ~ —npq q’

donc il existe un scalaire v tel que p = v¢%. La constante 7 est déterminée numériquement en
intégrant la courbe p(q) a partir du voisinage de A. Par exemple, avec n = 3 et a = 1, on trouve
v = 2. 1l s’ensuit que lorsque pg — oo, on a:

/po dp N/’Po dp zlnp71/2
o ¢—2p Jo —2p 0
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/

L’intégrale est impropre puisque Inpg 2 5 quand py — co. Cela est bien compatible avec

Inny — 0. On trouve:
—-1/2
Inng ocInpy ",

/2

. —1 . -1 . o 2
solt encore 1y X Po ou bien encore No X g (pulsque Po = ’7(]0)

Détermination de 7y

Une conséquence directe est qu’on ne peut pas calculer simplement 7; par intégration nu-
mérique compte tenu de la divergence des intégrales. On peut toutefois utiliser I’approximation
asymptotique que 'on vient de calculer. Partant de la relation

1 o :/q“ p(g)dg
ny Joi2q—2p(q)’

et en se servant de n = F/\/p =~ 1/(v/3lq]) (car F — 1 et p — 3¢® quand i — 0), on déduit la
relation asymptotique
“© p(g)dg

w
V3q  Jo12a—2p(q)

pour |go| < 1 (o — 0). Avec une valeur go = 10'°, on trouve n; = 0,855.

Inny =1In

Comportement pour n < 0

Le comportement quand n — —oo est dicté par les conditions initiales puisqu’on doit avoir
limy 0 h(z, t) = f(z) = k(—2x)®. Donc H(n) = k|n|*. Il s’ensuit que, quand n — —oo, alors
o k|n|®=2 et ¢ o ka|n|*? — 0 (on a supposé¢ a < 2), soit ¢ ~ ap. Donc pour  — —oo,
la courbe solution doit s’approcher du point origine et étre tangente a la droite p = ¢/a qui
représente la condition initiale h(xz, 0) = f(x). C’est ce qu’on a montré plus haut: le point
origine O est un nceud a droite et il passe une courbe asymptotique d’équation p = g/a + o(q).
Dans le cas @« =0, on a

donc

avec K une constante d’intégration.

On conclut donc ceci: les conditions initiales et la source de I’écoulement sont représentées
par le point origine O ; il y a une trajectoire émanant de O se dirigeant vers I’infini en approchant
une courbe asymptotique de la forme p = v¢>. Le point rejeté a I’infini sur cette courbe représente
un point intermédiaire entre la source et le front

9.2.4 Solutions auto-similaires aux temps longs
Solution générale
Considérons ’équation (9.11):

Oh(w, t) _ <6h(x, t))2 N nha?n(x, t)

ot Oz ox?
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avec cette fois-ci une condition aux limites de type « conservation de la masse », ¢’est-a-dire on
a:

T2
/ h(z, t)de = M,

1
avec M une constante. Recherchons les solutions invariantes en posant le changement de va-
riables :
R = Xh, t' =\ et 2’ = Az

L’équation (9.11) fournit la contrainte linéaire :
b—a=2b-2.

Les conditions aux limites imposent: 1 + b = 0. On déduit :

a=3etb=1.
Les équations caractéristiques sont :
dh dt dz
bh at '’
soit encore:
dh dt dz
h 3t =z’

donc les invariants permettent d’aboutir &:
X _
On trouve alors que H vérifie:
H+¢H' +3H? +3nHH",

qui est la méme équation que 1’équation pour les temps courts avec a« = —1. La condition aux
limites améne &:

nf
/0 H(n)dn = M.
On pose comme précédemment (voir § 9.2.3): p= H/&? et ¢ = H' et on trouve:
dp
.9
ndn q P,

dp _ 3np(—q+2p)
dg  (1+3nq)p+q+3¢*

La méme analyse que précédemment (voir § 9.2.3) conduit & montrer qu’il existe une singu-
larité au point A (une selle) de coordonnées (—1/3, 0), mais contrairement au cas précédent, ce
point ne représente plus le front. En effet, si tel était le cas, alors le portait de phase indique
qu’il n’y a qu’une seule trajectoire possible émanant de A et s’en allant vers I'infini puisque A est
une point selle. Si on intégre cette trajectoire, alors 7y est déterminé sans que l’on ait besoin de
recourir & la condition aux limites (conservation du volume). Il faut donc admettre qu'’il existe
un autre point le long de axe p = 0 représentant le front (le front est nécessairement sur cet
axe puisque p = 0 au front). Il y a deux possibilités:

— soit le front est au point origine O (qui est un nceud) et, dans ce cas, cela veut dire
que H'(ng) = 0, donc le front serait plat ce qui est difficilement envisageable sur le plan
physique;
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— soit le front est le point singulier a l'infini (p = 0, ¢ — 00) (qui est un nceud) et, dans ce
cas, cela veut dire que H'(ny) — oo, donc le front serait droit.

C’est bien la seconde possibilité qui convient physiquement. Le point « source » de ’écoulement
est également un point singulier situé a 'infini (p — 00, ¢ — ©0), ce qui est normal car n =0 a
la source et si H et H' prennent des valeurs finies, alors p et ¢ prennent des valeurs infinies. La
trajectoire typique dans le plan ¢ — p est indiquée sur la figure 9.2.

\

04 r

-2 -1.5 -1
q

Figure 9.2 : portait de phase pour n = 3.

Le comportement asymptotique est le suivant :

— quand p — 0, on a:

jz = —mzq +o(p),
donc il existe une constante a > 0 telle que:
a
P Imt g
Soit encore : a
px Wy

d’ou l'on tire:

1| (an®\""
n H '

Soit a résoudre: H'HY™ = n(an?)'/", d’ou l'on tire:

am n/(n+1)
H = < 5 (nf( +n)/n 772(l-i-n)/n)> _
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— quand p — o0, on a:

d
P _oP
dq q

d’ott 'on tire qu’il existe une constante v > 0 telle que: p = v¢?. Soit encore :
H=~H",

soit H = yx?/4 + ¢, avec ¢ une constante.

Lien avec les écoulements visqueux

Dans le cas n = 3, 'équation (9.10) représente I’écoulement lent d’un fluide visqueux. Dans
ce cas-13, il vaut mieux utiliser I’équation (9.10) que I'équation (9.11) car l'expression de conser-
vation de la masse y est plus directe. On considére donc 1’équation :

811(557Z T) _ af; <h38hg:x, T)) ’ (9.14)

avec pour conditions aux limites implicites:

2
/ h(z, t)de = M,

1

Dans ce cas, les équations auto-similaires sont: h = t~1/5H(n) et n = 2/t'/5. On aboutit a
I’équation différentielle :
H +nH' 4+ 15(HH')?> + 5H*H" = 0,

qui est invariante sous l’action de l'opérateur infinitésimal: X = 37”677 + Hoyg — H%@,qz. On
introduit p = H/n*/® et ¢ =n'/*H’. On a:

dp _

2
3

dg 1 p+q+15p°¢°
Tan ~ 3 5p° '

On déduit :
dg _ 5p’q — 3p — 3¢ — 45p*¢°

dp 5p%(3q — 2p)

On a reporté a la figure 9.3 le portrait de phase et quelques trajectoires dans le plan p — q.
Dans le quatriéme quadrant qui nous intéresse (p > 0, ¢ < 0), On note le comportement curieux
de certaines trajectoires qui touchent la courbe critique 5p3q — 3p — 3¢ — 45p?¢® = 0 et subissent
une variation rapide qui les entraine au point origine. Pour les autres trajectoires, la solution
diverge vers l'infini. On en déduit que, quand p — 0, on a:

~ si ¢ > p, on suppose de plus que p?|q| > 1 pour faire 'approximation suivante :

d
7q ~ _312’
dp q

ce qui donne: |g| o p~3.
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-05 r

Figure 9.3 : portait de phase pour un écoulement visqueux. Les courbes en gras représentent les courbes
critiques; la courbe a tiret court représente la solution analytique tandis que celle a tiret long représente la
direction principale du point selle a 'origine.

— si ¢ < p, on tire que:
dg 31
dp = 10p3’

2 en contradiction avec I’hypothése de départ.

ce qui donne: |q| o< p~
~ st ¢ = O(p), le point O est une singularité (selle) et les courbes sont tangentes a la droite
g = —p (courbe a tiret long).

Le point singulier (p = 0, ¢ — o0) représente le front. Des approximations précédentes, on tire
le comportement suivant prés du front :

— si ¢ = —p, soit nH' + H = 0, soit nH = c avec ¢ une constante. Puisqu’en n =ny, H = 0,
on déduit que ¢ = 0, donc H = 0, ce qui physiquement ne nous intéresse guére. A noter que
ces trajectoires sont associées avec des valeurs de ¢ positives quand p croit. On pourrait
imaginer un scénario ot ¢ > 0, donc il existe un film infiniment mince de fluide le long du
plan incliné, mais cela ne correspond pas a I’expérience d’un lacher d’une masse de fluide
sur un plan sec.

: -3 3 5/3 o 8/3 _,8/3 /4
— si |g| o< p~3, alors H'H?— = en®/3, soit encore H = (3c(nf —n® )/2) .

Quand p — oo, on a:
dg _ 1p
dp = 2¢’
ce qui donne: |g| p~ /2. Ce point représente le point source. On tire donc que HH' = ¢, avec
c une constante, soit encore H = /Hg + 2cn prés de la source.

Il faut noter I’existence de solutions analytiques: en effet, I'équation H +nH' + 15(HH')? +
S5H3H" = 0 peut s’intégrer une fois pour donner nH + 5(HH')?> = 0 (ol 'on a supposé que
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HH'" — 0 quand n — 7¢). une nouvelle intégration conduit a:

3 ) ) 1/3
= (o -m)

La figure 9.3 montre la trajectoire de la solution analytique (courbe a tiret court). La figure 9.4
montre les profils de hauteur selon le comportement de ¢ quand p — oc.

1

0.8 ]

0.6 |

H(n)

0.2 r

Figure 9.4 : profil de hauteur. Trait continu: solution correspondant au lacher d’une masse de fluide; trait
discontinu (¢ < 0 quand p — o) : autre solution possible mathématiquement (¢ > 0 quand p — o).

9.2.5 Transition des temps courts aux temps longs

En suivant le méme raisonnement que dans la section suivante, on peut montrer de facon
générale que le probléme de diffusion non linéaire représentée par I’équation (9.10):

Mt D (1020

ot ox o

et les conditions les conditions initiales suivantes:
h(l" 0) = f(l’),

pour —a < z < 0 et avec f(x) >0,

T2
/ h(z, t)de = M,

1

admet aux temps longs une solution auto-similaire de la forme:

hs(z, t) = At*(1 — €)% = t*Hy(n),
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avec E =n/np,n=at% a=-1/(n+2),§=1/(n+2), A= n577]2@, et 7y est donné par:

_ agaym (8" I'(l/n+1)
M =n" (2) F<1/2)F(1/n+3/2)'

1l s’agit de déterminer la vitesse & laquelle la solution tend vers la solution asymptotique.
Pour cela, on écrit la solution A sous la forme d’un développement asymptotique aux temps
t > 1 (Grundy & McLaughlin, 1982; Grundy, 1983):

h(x, t) =t*(Ho(n) + " Hi(n) +---),

avec 7; < 0 des constantes.
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o 1 0

Approximation

10.1 Définitions

Nous nous intéressons a la fonction scalaire (u,€), qui dépend d’une variable x sur un intervalle
D et d’un paramétre € sur un intervalle : 0 < € < €.

La notation
u(z,e) = O(v(x,e)) sur I (10.1)

signifie que pour tout z sur D, il existe un nombre k(x) tel que
u(z,e) < k(x)|v(x,e)|, pour tout € € I.

De méme, on dit que
u(z,e) = O(v(x,e)) quand € — 0,
si pour tout x de D, il existe un réel positif k(x) et un voisinage N de € = 0 tels que u(z,e) =

k(x)|v(z,e)| pour toute valeur de € sur N. On dit que la relation (10.1) est uniformément valide
si k ne dépend pas de x.

& Exemple. — La relation
1

T+ €

= O(1),

est correcte car si on prend k(z) = 1/ et puisque (z+¢€)~! < 271, on a bien u(z, €) < k(z) x 1.
En revanche, cette relation n’est pas uniformément valide car il n’y a pas de constante k telle
que u(z, €) <kx1. O

La notation u = O(v) ne signifie pas que u et v ont nécessairement le méme ordre de grandeur.
Cette notation implique que w est borné. Si u et v sont de méme ordre de grandeur, alors la
limite u/v (quand € — 0) existe et est finie; on a alors u = O(v) et v = O(u). On note alors
u = ord(v) (la notation n’est toutefois pas consacrée).

u(z,e) = o(v(z,e)) quand € — 0 (10.2)

signifie que pour tout x sur D et toute constante k& > 0, il existe un intervalle N, (0 < € < €1(x,k))
tel que
u(z,€) < klv(x,e)|, pour tout € € N,.
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u devient arbitrairement petit comparé & |v|. On note aussi v < v. On dit que la relation (10.2)
est uniformément valide si €; dépend de k, mais pas de .

Une suite de fonctions ¢, (€) est appelée série asymptotique si

Pn+1(€) = o(¢n(€)) quand e — 0.

& Exemple. - La suite ¢, (¢) = ¢" ! avec n = 1,2,... est une série asymptotique. [

Pour une fonction (u,e), on parle de développement asymptotique de u & N termes quand € —
0 lorsqu’a partir d’une suite asymptotique ¢y, (€) on peut construire une fonction 227:1 U () dn(€)

telle que
N

u(x,e) — Z U (z)dn(€) = o(¢prr) quand € — 0,

n=1
pour tout M =1,2,...,N.

Si la fonction u est connue et si la suite asymptotique ¢, (€) est spécifiée, on peut facilement
construire la suite de fonctions wuy,(x)

B u(x,€)
wi(@) =m0
B u(x,€) — uy(z)p1(e)
uz(w) = lim 52(0) :
u(@,€) = S0 7] un ()P (€)

lim 1 ()

10.2 Meéthode de perturbations réguliéres

Considérons un projectile lancé verticalement de la surface terrestre (sphére de rayon R).
Son équation du mouvement est

d?z gR?
a2~ (z+ R 103

avec g la constante de gravitation, 7 > 0 le temps, et avec pour conditions initiales z(0) = 0 et
2(0) = vg. Ce probléme est formellement équivalent a

d?y 1
- 10.4
de? (ey +1)2’ (104)

oil € = v}/Rg un paramétre qui est petit (€ < 1), t = 7/Ts, 2 = y/Ls, Ty = v9/g, et L. = v/g.
On va chercher une approximation asymptotique de la solution

y=wo+epn+ey+...
En substituant cette expression dans I’équation (10.3), on a
1+ (yl"(t) — 2y0(t)) €+ (Syo(t)2 —2y1(t) + yg”(t)) E4++...= —y0” ().

On trouve qu’a 'ordre €, on a
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dont la solution est compte tenu des conditions aux limites
1o
=t— 2
Yo 5
A Pordre €, on a
Yl =2yo =2t — 17,
dont la solution est compte tenu des conditions aux limites

1

Al 12

(48 — 1)

A Pordre €2, on a

1
Yy =2y — 3yp = ﬁﬁ (7¢* — 28t + 36) ,

dont la solution est compte tenu des conditions aux limites

— = (_746 5 4
y2—360( Tt° 4 42t — 90t%) .

L’approximation est donc

L R S i_cs 5 _ o0
yn~t 2t+12(4t t)+360(7t+42t 90t*) .

10.3 Méthode des coordonnées étirées

On considére 'équation différentielle sur [0,1]

(x+ef)f' +f=1,

avec pour condition aux limites f[1] = 2. On note qu’en z = —ef, le probléme différentiel devient
singulier. On procéde comme d’ordinaire en posant

f=fo+tefi+eEf+. ..
En substituant, on trouve qu’a 'ordre 0, on a
1+ fo+afy=0,
soumis & la condition fo(1) = 2, ce qui donne: fo(x) = (1 + x)/z. A l'ordre 1, nous trouvons

1+x
il =5

3’
soumis & la condition f1(1) = 0, ce qui donne: fi(x) = (322 — 2z — 1)/(22%). A l'ordre 2, nous
trouvons: A
9+ — + 221 fo + 225 f5 = 2(2 + 3),
x

soumis & la condition f2(1) = 0, ce qui donne: fa(x) = (1 + 3z — 2% — 323)/(22%). Nous avons
donc
1—|—x+ 3x2—2x—1+21+3x—$2—3x3
= € €
x 213 25

f(zx) + o(€?). (10.5)
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Figure 10.1 : solution de I’équation (10.4); trait continu: solution numérique, trait discontinu (a) solution a
lordre €°; trait pointillé (b) solution a l'ordre e. Calcul effectué pour € = 0,1.

Cette approximation est asymptotique quand x est fixé et ¢ — 0, mais cesse de 1’étre pour
x = ord(e'/?). En effet, le second terme de ’approximation qui devrait étre O(e) devient alors
O(1). Pour examiner cela, on peut comparer les approximations avec la solution exacte. Celle-ci
s’obtient simplement en notant que (z + ef)f' 4+ f = 1 est équivalente a e%( 2 4 (zf) =1, qui
s’'intégre facilement : e%f2 +xf = x + ¢, avec ¢ une constante. On trouve

B V2 + 2ex + 4€2 + 2¢ — x
- .

f(x)

La comparaison des solutions reportée sur la figure 10.2 montre que les approximations divergent
& I’approche de 0 contrairement & la solution réelle. Les approximations sont singuliéres en 0.

On peut tenter de résoudre le probléme de deux fagons.

10.3.1 Meéthode des coordonnées étirées

On pose les deux développements

f(z,e) = fo(s) +efi(s) +...,
x(s,e) = s+ er1(s)+...,
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2.0F. ‘ S ‘ e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 10.2 : solution de I'équation (x + ef)f’ + f = 1. Courbe continue: solution exacte. Courbe a tiret:
solution approchée a l'ordre 1. Courbe pointillée : solution approchée a l'ordre 2. Calcul effectué pour € = 0,1.

avec fo qui doit étre uniformément asymptotique sur [0,1]. L'opérateur différentiel est

d dsd 1 d d
a _4asd _ 4 2 a4
QG dods  dujdsds LT emite - ) g
A Pordre 0, nous trouvons
sfo+fo=1,
avec fo(1) = 2, ce qui fournit: fo(s) = (1 + s)/s. A l'ordre ¢, on a:
fr+sfi+ (fo+a1)fo — sfory =0,
avec pour conditions aux limites
= fo(s) +efi(s) +
= fo(l —exy(s ))+6f1(1—6331(s))+...
= fo(1) + e (=z1 (1) fo(1) + f1(1)) + O(e?),
l=s+exi(s)+....
On a donc fi(1) = —x1(1). On substitue fy par I'expression trouvée précédemment pour obtenir
p 1 1
fitsfi= **?+?+Sf3» (10.6)

Une fagon de procéder est de choisir x1 de telle sorte que ’équation différentielle régissant f;
soit homogéne. La résolution de

/
r  xp 1 1
[ — —_— — 0
52 S + 52 + 53
fournit
352 —2s—1
r=—".
! 2s

L’intégration de I’équation (10.6) ameéne & f; = 0. Quand on inverse z = s + ex1(s), on trouve

 —zted /2?2 +4e2 —2(x + 1)e
3e—2 ’
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qui une fois reporté dans ’expression de fy nous donne

f T+ /22 +4€2 —2(z + 1)e

€

qui est en fait identique & la solution exacte.

Le choix de x; n’est pas unique. On peut procéder difféeremment. Par exemple, on peut
intégrer ’équation (10.6) facilement

soit

ou la condition aux limites donne A = 0. Pour supprimer les singularités (c’est-a-dire les termes
d’ordre supérieure a 1/x), on pose
1+ 2s
25
ce qui donne fi(s) = 3/(2s). On peut inverser x = s + ex1(s) et substituer dans fy

r1 =

T+ e+ /22 + 2ex + e(e +2) +2

f(z) :*§+%\/$2+26$+6(6+2).

T+ €+ /22 + 2ex + (e + 2) €

2,01 ‘ ‘ ‘ e -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 10.3 : solution de '’équation (z+€f)f'+f = 1. Courbe continue : solution exacte. Courbe a tiret : solution
approchée a 'ordre 1 par une méthode aux perturbations classique. Courbe pointillée : solution approchée a l'ordre
1 par la méthode des coordonnées étirées. Calcul effectué pour € = 0,1.

10.3.2 Meéthode asymptotique avec raccord

L’approximation réguliére cesse d’étre valable pour z = ord(e!/?) ou f = ord(e~/2). Cela
pousse a choisir les nouvelles variables suivantes pour 'approximation interne

T = 61/25,

file) = € AR (&) + F1 (&) + PR(€) + ..,
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1/2

pour définir la solution interne. Comme d/dz = e~1/2d/d€, on tire qu’a Pordre € /2, on a

Fy -l-fFO’-l—FoFé =0,

dont une solution générale est
F(]: \/52_‘_‘40_57

avec Ag une constante d’intégration. A 'ordre €, on a
—1+ Fy+ B\ F) + EF] + FoF) =0,

dont une solution générale est
AL +¢

avec A; une constante d’intégration. A Pordre €'/2, on a

B+ FyFy + F F{ + §F5 + FoFy =0,
dont une solution générale est

| —A} - 28A1 + 24262 + Ap + 2404

F -
’ 2(€2 1 Ag)*"

avec Ao une constante d’intégration.

1l reste maintenant & déterminer les constantes d’intégration. Examinons ce qui se passe pour
la solution externe
1+e 322 — 2z — 1
= €
x 2x3

f(x) + O0().

Le changement de variable x = €'/2¢ montre qu'on a

—-1/2

— a lordre € et dans la limite £ — oo, on a f._12 ~ &1 alors que Fy ~ Ap/(2€) donc

AQ = 2;

— & lordre €® et dans la limite £ — 0o, on a f.o ~ 1 alors que Fy ~ 1 et on pose A; = 0;

— a lordre €!/2 et dans la limite £ — 00, on a f.i» ~ 3/(2¢) alors que Fy ~ Ay/(€) donc
Ag = 3/2.

On déduit que la solution interne s’écrit

. — 1/ / _ 3 / 3§2+8
filg) =« 12( &+ §)+\/m+6122(§2+2)3/27

tandis que la solution externe f, est donnée par (10.5). La solution composite est

f:fi‘i'fe_fra

avec f, le raccord de f; et fe
1
fr=1lim fi=e 2 p1=-+1.
£—00 xT

On note que f. = f,. La solution est tracée sur la figure 10.4; on note le bon accord.

Outils mathématiques pour la dynamique des fluides



198 Chapitre 10. Approximation

206 ‘ ‘ ‘ BT
00 02 04 0.6 03 10

Figure 10.4 : solution de '’équation (z+¢f)f'+ f = 1. Courbe continue : solution exacte. Courbe a tiret : solution
approchée a Iordre €!/2. Courbe pointillée : solution approchée a ordre 1 par la méthode des coordonnées étirées.
Calcul effectué pour € = 0,1.
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caractéristique, 45
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A variable séparable, 84
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de Cauchy, 6

de Green, 44

de Plemelj, 7

de Weierstrass, 9
front, 176
frontiére

spatiale, 52, 55

temporelle, 52, 55

générateur infinitésimal, 78, 84, 89, 122
générateur infinitésimal prolongé, 83
groupe, 77

a un paramétre, 78

de Lie, 83, 85, 87, 89

extension, 79, 99, 106, 127

groupe, 78

puissance, 92

rotation, 86

translation, 92

une fois étendu, 81, 82, 120

holomorphe, 4
hyperbolique
équation hyperbolique, 131

idéal, 91

intégrale premiere, 38, 92

invariant
condition d’invariance, 83, 121
courbe invariante, 80, 113
de Riemann, 58, 60, 134, 135
fondamental, 86
invariant de Riemann, 155, 159, 162
invariant différentiel, 96, 102
invariant du groupe, 78, 96
invariant fondamental, 96, 102
point invariant, 79
premier invariant fondamental, 86
second invariant, 86
solution invariante, 92, 93

laplacien, 4
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de conservation, 131

méthode
de Charpit, 38
de 'hodographe, 57
de Pohle, 23
des caractéristiques, 175
des images, 13

des invariants, 96
du tir, 101, 106
Kirchhoff-Helmoltz, 20

nombre
nombre de Froude, 145
sans dimension, 99
neceud, 28, 30

onde

cinématique, 139, 143

compression, 166

contact, 158, 159

détente, 159, 166

de choc, 143, 147, 157, 159

de détente, 147, 156

mixte, 148, 155

progressive, 166

régressive, 166

raréfaction, 143

simple, 57, 58, 60, 139, 141, 143, 147, 153,

166

simple centrée, 139
opérateur

adjoint, 47

différentiel, 80

différentiel total, 81, 82, 119

orbite, 78

point
critique, 27
focal, 28, 30

singulier, 27
portrait de phase, 27, 101, 105, 111, 124, 180
potentiel de vitesse, 19
probléme
de Cauchy, 46, 52
de Riemann, 147
de Riemann-Hilbert, 8
prolongation, 82, 102

résidu, 11
régle
de 'Hopital, 30, 177
Rankine-Hugoniot, 159
ressaut, 161
rupture de barrage, 60, 139, 168

séparatrice, 31, 113
série
de Laurent, 10
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de Lie, 80, 121
de Taylor, 9
entiere, 9
selle, 28, 30
similitude, 127
singularité, 27, 113
apparente, 10
essentielle, 10
solution
d’Alembert, 45, 52
faible, 50, 131
réguliére, 50
similaire, 127
singuliére, 38, 94
source, 131, 165, 168
symétrie, 77
condition de symétrie, 82, 83, 122
symétrie linéarisée, 83
systéme
caractéristique, 135
conservatif, 131
hyperbolique, 131
linéaire, 134
non linéaire, 134

temps d’attente, 177
théoréme
de Buckingham, 99
de Cauchy, 5
de Lie (premier), 78
de Lie (second), 95
de Liouville, 7
de Plemelj, 8
des résidus, 11
transformation
conforme, 14
de Joukovski, 17
de Schwarz-Christoffel, 15
infinitésimale, 78
ponctuelle, 77, 82

valeur
principale, 7
variable
canonique, 84
dépendante, 119
de Riemann, 133-135
indépendante, 119
vitesse caractéristique, 143

zone vide, 168
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